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AyÂ>T-PROPOS  DE  LA  SECONDE  ÉDITION 

(1873). 


Je  présente  au  public  une  seconde  édition  de  la  première  Partie  de 
mon  Traité  de  Géométrie  descriptive.  Je  n'ai  fait  aucun  changement 
important  au  texte,  mais,  sur  les  conseils  de  plusieurs  professeurs 
distingués,  j'ai  modifié  ini  grand  nombre  de  passages  pour  rendre 
l'exposition  moins  concise  et  plus  élémentaire. 

Cette  première  Partie  renferme  quatre  Livres  :  le  premier  est  relatif 
aux  Lignes  droites  et  aux  Plans,  le  second  aux  Cylindres,  aux  Cônes  et 
aux  Surfaces  de  révolution,  le  troisième  à  la  Méthode  des  Projections 
cotées,  et  le  quatrième  aux  Perspectives  axonométrique  et  cavalière. 
Elle  forme  un  Traité  élémentaire  qui  suffit  à  la  solution  d'un  grand 
nombre  de  problèmes.  On  y  trouve  toutes  les  théories  dont  la  connais- 
sance est  exigée  pour  l'admission  à  l'École  Polytechnique. 

La  Géométrie  descriptive,  telle  qu'elle  a  été  constituée  par  Monge, 
est  un  résumé  des  principaux  tracés  des  arts  graphiques  et  une  Méthode 
de  Géométrie  basée  sur  la  transformation  des  figures  par  la  projection. 
Le  plus  souvent  l'illustre  géomètre  s'appuie  sur  des  théorèmes  pour 
établir  des  constructions,  mais  quelquefois  il  développe  des  construc- 
tions pour  démontrer  des  théorèmes. 

Je  considère  la  Géométrie  descriptive  seulement  sous  le  premier 
point  de  vue,  c'est-à-dire  comme  la  science  abstraite  du  trait.  Quand 
je  présente  des  considérations  de  Géométrie  générale,  c'est  unique- 
ment pour  arriver  à  des  tracés  pratiques,  ou  pour  lever  les  difficultés 
que  les  constructions  peuvent  présenter  dans  quelques  ciiconstances. 
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M.  Olivier  a  proposé,  pour  résoudre  les  prolilèmes  de  la  Géométrie 
deseriptive,  une  niétliode  qui  a  reçu  l'assentiment  de  plusieurs  profes- 
seurs, et  qui  est  suivie  dans  quelques  établissements.  J'ai  conservé  dans 
mon  enseignement  les  procédés  ordinaires.  Gomme  la  (piestion  est 
importante,  je  crois  devoir  faire  connaître  les  motifs  (jui  m'ont  décidé. 

La  méthode  de  M.  Olivier  consiste  à  abandonner,  dans  chaque  pro- 
blème, les  plans  de  projection  qui,  d'après  la  nature  des  données,  ont 
été  choisis  pour  la  représentation  du  système  géométrique  que  l'on 
considère,  et  à  en  prendre  d'autres  sur  lesquels  les  grandeurs  des  incon- 
nues se  manifestent  immédiatement.  Ge  changement  de  plans  coor- 
donnés est  obtenu,  soit  par  des  rabattements  successifs  de  plans  de 
projection  auxiliaires  devant  le  système  fixe,  soit  par  des  rotations  du 
système  devant  les  premiers  plans. 

La  méthode  présente  ainsi  une  marche  certaine  et  régulière,  quand 
on  étudie  un  ensemble  géométrique  déjà  représenté  sur  des  plans  de 
projection,  mais  non  pas  lorsque  le  problème  consiste  à  composer  un 
système  de  surfaces  et  de  lignes  c[ui  satisfasse  a  des  conditions  données. 
Il  convient  encore  d'observer  que  certaines  inconnues,  telles  que  la 
transformée  par  développement  d'une  courbe  tracée  sur  un  cylindre, 
ne  peuvent  être  trouvées  par  un  changement  de  plans. 

Dans  les  procédés  ordinaires  de  la  Stéréotomie,  on  conserve  invaria- 
blement la  projection  horizontale  des  objets,  mais  on  en  fait  quelque- 
fois plusieurs  élévations,  et  même  des  projections  obliques.  La  méthode 
proposée  par  M.  Olivier  ne  conduit  donc  à  des  tracés  nouveaux  que 
lorsqu'elle  exige  le  changement  des  deux  plans  de  projection,  et  dans 
ce  cas  elle  convient  peu  aux  applications,  notamment  à  la  Stéréotomie  : 
«  Lorsque  l'on  considère  un  système  abstrait  de  lignes  et  de  surfaces, 
on  peut  sans  inconvénient  le  supposer  transporté  d'une  manière  quel- 
conque ;  mais,  quand  il  s'agit  d'un  ouvrage  d'architecture,  tel  qu'une 
vofite  ou  un  escalier,  il  convient  de  le  considérer  dans  sa  position  natu- 
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relie  et  de  l'étudier  sur  son  plan  et  ses  élévations.  Si  on  le  fait  tourner 
dans  l'espace,  si  on  le  projette  sur  des  plans  dont  aucun  ne  soit  hori- 
zontal, l'esprit  a  quelque  peine  à  se  le  figuier,  et  les  tracés,  quoique 
aussi  simples  sous  le  rapport  géométrique,  deviennent  moins  faciles  à 
saisir  (').  » 

Je  suis  convaincu  que  quiconque  aura  essayé  de  résoudre  des  pro- 
blèmes de  Stéréotomie  en  changeant  les  plans  de  projection  reconnaîtra 
la  justesse  de  ces  considérations.  Du  reste,  c'est  aux  défenseurs  de  la 
méthode  de  montrer  qu'elle  se  prête  facilement  aux  apjjlications;  ils 
doivent  préparer  pour  les  différents  arts  graphiques  des  Traités  qui 
puissent  remplacer  ceux  qui  sont  généralement  adoptes.  Jusqu'à  ce  que 
ce  travail  soit  fait,  je  crois  que  tout  professeur  sérieusement  préoccupé 
de  la  pratique  restera  attaché  aux  anciens  procédés. 

J'ai  parlé  de  la  méthode  du  changement  des  plans  de  projection 
comme  si  elle  était  nouvelle,  mais  en  réalité  elle  date  du  xvii^  siècle.  Je 
n'accuse  pas  M.  Olivier  de  plagiat;  je  suis  parfaitement  convaincu  qu'il 
ignorait  cette  circonstance,  et  je  reconnais  qu'il  a  donné  à  la  méthode 
des  développements  considérables;  mais  Abraham  Bosse  a  publié, 
en  1643,  un  Ouvrage  où,  d'après  Desargues,  il  donne  des  tracés  pour 
l'appareil  des  voûtes  simples  en  changeant  les  plans  de  projection  ("). 

Ce  Livre,  qui  d'ailleurs  est  assez  obscur,  n'a  pas  été  bien  accueilli 
par  les  praticiens,  qui  ont  repoussé  la  mcmière  de  Desargues.  Plus  tard 
Frézier  a  exposé  la  méthode  avec  clarté  dans  son  Traité  de  Stcréotomic, 
mais  elle  n'a  pas  été  mieux  accueillie  (').  Enfin  Monge  n'en  a  donné 

(')  Ce  passage  est  extrait  textuellement  de  mon  Discours  sur  l'Jrt  du  Trait.  Remplaçant  M.  Olivier 
au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  je  devais  dire  pour  quels  motifs  je  n'adoptais  pas  sa  méthode. 

(2)  Pratique  du  Trait  à  preuves  de  M.  Desargues. 

(  '  )  La  phrase  suivante  de  Frézier  fait  connaître  comment  cet  auteur  apprécie  la  méthode  de  Desargues  ; 
0  C'est  proprement  dans  ces  sortes  de  traits  et  les  suivants  que  la  méthode  de  Desargues  est  intrinsè- 
quement différente  de  l'ordinaire  des  auteurs  de  la  coupe  des  pierres;  mais,  bien  loin  do  la  trouver 
ridicule  comme  eux,  je  lui  donnerais  la  préférence  sur  toute  autre,  si  elle  présentait  un  pou  plus  dis- 
tinctement à  l'idée  les  avances  et  les  reculements  des  surfaces  des  panneaux,  dont  les  figures  sont  un 
peu  difficiles  à  trouver  et  à  reconnaître  dans  leur  place;  c'est  la  seule  raison  qui  m'a  empêché  de  la 
suivre.  » 

I.  —  De  la  GoiR>ERiE.  —  Descriptive.  I> 
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aucun  exemple  dans  la  collection  des  épures  de  l'Ecole  Polytechnique. 
Le  changement  systématique  des  plans  coordonnés  pour  la  solution 
des  problèmes  était  donc  jugé  et  condamné,  quand  il  a  été  proposé  par 
M.  Olivier.  Si  cependant  cette  méthode  a  été  bien  accueillie  par 
quelques  professeurs,  qui  peut-être  ne  connaissent  pas  l'ancien  trait, 
c'est  qu'elle  s'est  adressée  à  des  géomètres,  et  non  à  des  constructeurs, 
qu'elle  s'est  occupée  de  problèmes  abstraits,  et  non  d'applications. 

Quand  on  étudie  les  tracés  ordinaires  de  la  Stéréotomie,  on  recon- 
naît qu'ils  reviennent  quelquefois  à  un  changement  des  plans  coor- 
donnés, mais  par  des  opérations  partielles,  et  de  manière  qu'il  soit 
toujours  facile  de  suivre  les  grandeurs  dans  l'espace,  en  sorte  que,  sui- 
vant l'ordre  logi([ue  du  développement  de  l'art,  les  procédés  usuels 
doivent  être  legardés,  dans  plusieurs  circonstances,  comme  un  perfec- 
tionnement de  la  méthode  trop  mécanisée  de  Desargues. 

Je  consacre  un  paragraphe  au  changement  des  Plans  de  projection, 
parce  que  ce  procédé  peut  être  utile  dans  quelques  cas  exceptionnels. 

Il  y  a  plus  de  soixante-dix  ans  que  Monge  a  constitué  la  Géométrie 
descriptive;  il  est  naturel  de  se  demander  si,  depuis  cette  époque,  la 
connaissance  des  arts  graphiques  s'est  beaucoup  répandue.  On  le  croit 
généralement,  d'abord  parce  qu'on  suppose  que  cela  doit  être,  et 
ensuite  parce  qu'il  existe  un  grand  nombre  de  dessinateurs  fort  habiles 
à  représenter  par  des  figures  géométrales  les  machines  et  les  édifices  les 
plus  compliqués.  Mais  la  question  (|ue  j'ai  posée  ne  concerne  que  le 
Trait,  c'est-à-dire  les  tracés  ([ui,  tels  que  ceux  de  la  Perspective  et  de 
la  Stéréotomie,  ont  besoin  d'être  justifiés  par  quelques  raisonnements 
géométri(jues,  et  qui  d'ailleurs  sont  liés  à  un  ensemble  de  connaissances 
pratiques. 

il  serait  difficile  d'avoir  une  réponse  certaine  :  je  me  contenterai 
d'énoncer  mon  opinion,  non  pas  sans  doute  avec  la  pensée  de  trancher 
la  (jiiestion,   mais  pour  appeler  l'attention  sur  un  point  inq)ortant.  Je 
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crois  qu'il  y  a  ime  certaine  décadence  relative;  ainsi,  en  examinant  un 
grand  noml)re  d'édifices  dans  différentes  parties  de  la  France,  je  suis 
arrivé  à  conclure  que  le  nombre  des  bons  appareilleurs  est  maintenant 
moins  grand,  eu  égard  k  la  quantité  considérable  de  travaux  de  maçon- 
nerie que  l'on  exécute,  que  dans  le  xvii''  et  le  xviif  siècle. 

Des  observations  analogues  peuvent  être  faites  sur  plusieurs  autres 
arts  graphiques.  L'œuvre  de  Monge  devait  amener  des  résultats  très 
différents  et  étendre  beaucoup  la  connaissance  du  trait,  mais  ces  con- 
séquences n'ont  pas  été  telles  qu'on  devait  l'espérer.  Cela  tient  à 
plusieurs  causes  :  quelques-uns  des  savants  qui  ont  écrit  sur  la  Géo- 
métrie descriptive  se  sont  moins  occupés  des  questions  utiles  dans  les 
applications  que  de  celles  qui  se  rattachent  à  des  théories  intéressantes; 
ensuite  les  arts  graphiques  sont  tombés  dans  un  grand  discrédit.  La 
Stéréotomie,  la  Perspective,  la  Gnomonique  étaient  considérées  autre- 
fois comme  des  arts  sérieux  et  qui  doivent  être  étudiés  avec  soin.  Depuis 
que  Monge  a  montré  que  leurs  tracés  peuvent  être  ramenés  à  im  petit 
nombre  d'opérations  élémentaires  (et  tous  les  arts  peuvent  être  soumis 
à  une  semblable  analyse),  on  en  a  conclu  que  leurs  difficultés  étaient 
nulles,  et  que  quelques  études  de  Géométrie  descriptive  suffisaient 
pour  familiariser  avec  leurs  méthodes  (  '  ). 

Rien  ne  montre  mieux  à  quel  point  le  trait  est  peu  connu  maintenant 
que  la  manière  dont  l'Ouvrage  de  M.  Olivier  a  été  accueilli.  Je  crois 
que,  s'il  avait  paru  dans  le  siècle  dernier,  on  aurait  signalé  immédiate- 
ment la  réapparition  de  la  manière  de  Desargues  et  que  l'on  aurait 
rappelé  son  peu  de  succès  et  son  abandon  définitif. 

Je   présente  ces  considérations,  bien  moins   comme   luie  critique 


(')  Après  avoir  exposé  sur  la  Perspective  quelques  considéralions  des  plus  élémentaires,  Brisson 
ajoute  :  «  Ces  diverses  observations  suffisent  pour  mettre  les  personnes  qui  sont  au  courant  des 
mélliodcs  de  la  Géométrie  descriptive  en  état  d'abréger  dans  un  grand  nombre  de  cas  et  de  simplifier 
beaucoup  les  opérations  qu'exige  la  pratique  do  la  perspective  linéaire.  » 

Je  clioisis  ce  passage  entre  bien  d'autres,  parce  qu'il  est  dans  les  Leçons  annexées  à  la  Géométrie 
(Icscripli^'o  do  Monge. 
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générale,  que  pour  montrer  dans  (juel  esprit  j'ai  écrit  cet  Ouvrage.  Je 
dois  ajouter  que  la  nécessité  de  me  conformer  aux  Programmes  adoptés 
et  aux  habitudes  de  l'enseignement  m'a  quelquefois  un  peu  éloigné  de 
la  marche  que  j'aurais  désiré  suivre.  Cette  observation  concerne  à  peu 
près  exclusivement  les  deux  premiers  Livres. 

Après  le  Traité  de  Monge,  les  Ouvrages  que  j'ai  le  plus  consultés 
sont  ceux  de  MM.  Hachette,  Leroy,  Vallée,  Babinet  et  Lefébure  de 
Fourcy.  Je  dois  aussi  mentionner  le  Mémoire  de  M.  Noizet  sur  les 
Projections  cotées  {Mémorial  du  Génie,  VP  vol.,  iSaS),  et  celui  de 
M.  William  Farish  sur  la  Perspective  isométrique  [Transactions  de  la 
Société  PhilosopJnque  de  Cambridge,  I"  vol. ,  1 820). 

J'ai  présenté  avec  quelque  soin  la  résolution  de  l'angle  trièdre,  parce 
que  cette  f[uestion  a  de  l'importance  en  Stéréotomie. 

Il  suffit  de  connaître  la  Géométrie  élémentaire  pour  pouvoir  com- 
prendre ce  Traité.  Je  m'appuie,  il  est  vrai,  sur  quelques  théorèmes 
relatifs  aux  courbes  et  aux  surfaces  du  second  degré,  mais  ils  sont  en 
petit  nombre,  et  je  les  ai  indiqués  de  manière  qu'ils  puissent  être 
acceptés,  comme  postulata,  par  les  lecteurs  qui  ne  les  connais- 
sent pas. 

Les  théories  de  M.  Poncelet  sur  les  sécantes  idéales  et  les  ligures 
homologiques,  et  celles  de  M.  Chasles  sur  les  fonctions  anharmo- 
niques  éclairent  plusieurs  questions  de  (xéométrie  descriptive  et 
peuvent  fournir  des  solutions  graphiques;  mais  je  n'aurais  pu  m'ap- 
puyer  sur  elles  sans  en  avoir  exposé  d'abord  les  principaux  théorèmes, 
ce  qui  m'eût  entraîné  assez  loin.  J'ai  seulement  indiqué  dans  des  notes 
(|U('hjues  passages  du  Traité  /les  Propriétés  projectiles  de  M.  Poueelet, 
qui  se  rattachent  directement  au  sujet. 

J.     DE    LA    GOURNERIE. 


NOTE  RKLVÏiVE  A  LV  TKOISIÈiME  ÉDITION. 


NOTE  RELATIVE  A  LA  TROISIÈME  ÉDITION  (1891 


Nous  n'avons  apporté  aucun  changement  notable  au  texte  de  la  seconde  édi- 
tion. Seulement  les  solutions  do  deux  problèmes  et  plusieurs  perspectives  cava- 
lières que  l'Auteur  avait,  quelques  années  après  la  pulilication  de  cette  seconde 
édition,  placées  dans  un  Supplément  à  la  première  Partie,  ont  été  mises  à  la  place 
qui  leur  convient  dans  le  corps  de  cette  Partie. 

Enfin,  pour  combler  une  lacune  qui  nous  avait  été  plusieurs  fois  signalée, 
nous  avons  exposé,  à  la  fin  du  premier  Livre,  la  théorie  de  l' intersection  de  deux 
polyèdres. 

E.  L. 
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Solutions  graphiques . 

1.  En  Mathématiques,  les  probli'mes  d'application  peuvent  être  résolus  par 
des  constructions  graphiques  ou  par  des  calculs  numériques.  Il  est  généralement 
facile  de  reconnaître,  d'après  la  nature  de  la  question,  quel  est  celui  des  deux 
modes  de  solution  qui  doit  être  préféré;  ce  n'est  que  dans  des  cas  assez  rares 
que  l'on  peut  employer  indifféremment  l'un  ou  l'autre. 

Dans  les  problèmes  de  Géométrie  plane,  les  lignes  et  les  points  pouvant  être 
tous  placés  sur  une  feuille  de  dessin,  des  constructions  graphiques  sont  aisé- 
ment applicables,  et  les  difficultés  que  l'on  rencontre  sont  spéciales  aux  ques- 
tions que  l'on  examine;  mais,  quand  on  considère  des  corps,  ou  bien  des  lignes 
qui  ne  sont  pas  toutes  dans  un  même  plan,  il  faudrait  faire  des  tracés  dans  l'es- 
pace. Cela  n'est  pas  absolument  impossible,  et  l'on  trouve  dans  quelques  arts 
des  exemples  de  cette  manière  d'opérer;  mais  ce  sont  des  exceptions,  et  l'on 
peut  dire  qu'en  général,  pour  qu'une  question  puisse  être  résolue  graphique- 
ment, il  est  nécessaire  qu'on  puisse  la  ramener  à  un  problème  de  Géométrie 
plane.  Il  faut  donc  une  méthode  qui  permette  de  représenter  sur  un  plan,  sans 
indétermination,  des  figures  situées  dans  l'espace,  et  de  résoudre  par  des  tracés 
sur  le  plan  les  problèmes  que  l'on  peut  se  proposer  sur  ces  figures. 
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Aperçu  (le  la  méthode. 

2.  Si  l'on  veul  représenter  une  maison,  on  en  dessinera  la  façade  {Jtg-  i)-  Les 
lignes  des  croisées  sont  sur  un  même  plan  vertical  et  peuvent  être  tracées  sans 
difficulté.  Quant  aux  points  qui  ne  sont  pas  sur  ce  plan,  on  les  y  ramène  par  des 
perpendiculaires  :  les  extrémités  du  faite  sont  ainsi  représentées  aux  pieds  a 
et  //  des  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  le  plan  de  la  façade. 

LiiJ/g.  I  donne  une  idée  de  la  maison,  elle  en  fait  connaître  les  dimensions  en 
longueur  et  en  hauteur,  mais  elle  n'indicjuc  ni  la  saillie  du  perron,  ni  la  profon- 
deur de  l'édifice. 

5.  On  peut,  d'après  les  mêmes  principes,  représenter  la  maison  sur  le  sol 
considéré  comme  un  plan  horizontal.  On  obtient  ainsi  \Ajig-  2,  où  les  divers 
points  élevés  au-dessus  de  terre  sont  indiqués  par  leurs  projections,  c'est-à-dire 
par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  sur  le  sol. 

Lix/ig.  2  donne  les  dimensions  en  longueur  et  en  largeur,  mais  elle  ne  fait  pas 
connaître  les  hauteurs  des  ditTérents  points.  Elle  ne  définit  pas  la  maison  plus 
complètement  que  h  /ig.  1,  mais  elle  fournit  les  dimensions  perpendiculaires 
au  plan  de  la  façade  que  l'on  ne  trouvait  pas  sur  celle-ci.  Elle  lève  donc  toutes 
les  incertitudes  qui  restaient  sur  la  forme  extérieure  de  l'édifice. 

4.  L'àjig.  I  est  appelée  élévation  et  \'à/ig.  2.,  plan.  Le  plan  et  l'élévation  sont 
deux  figures  distinctes  et  qui  naturellement  devraient  être  sur  des  feuilles  difTé- 
renles,  l'une  horizontale  et  l'autre  verticale;  mais  on  les  place  généralement  sur 
une  même  feuille  en  l'egard  l'une  de  l'autre  et  de  manière  que  leurs  diverses 
parties  se  correspondent.  On  peut  supposer  que  la  feuille  verticale  de  l'élévation 
a  été  rabattue  sur  la  feuille  horizontale  du  plan,  par  un  mouvement  de  rotation 
autour  de  la  droite  XY  qui  était  leur  commune  intersection. 

L'élévation  ainsi  placée  couvre  les  allées  du  jardin  et  les  autres  parties  du 
plan  situées  au  delà  de  la  ligne  XY;  on  les  trace  en  trait  plus  léger  ou  en  lignes 
ponctuées.  On  représente  également  par  des  lignes  légères  ou  ponctuées  les  fon- 
dations et  toutes  les  parties  de  l'élévation  qui  sont  recouvertes  par  le  sol  et  le 
plan  de  la  maison. 

On  dispose  généralement  les  dessins  de  manière  que  les  pai'ties  importantes 
du  plan  et  de  l'élévation  ne  soient  pas  recouvertes. 

Nous  parlerons  [)lus  loin  desy?^.|3  et  1. 

Représentation  des  points,  des  droites  et  des  plans 
sur  deux  olans  coordonnés . 

o.  Nous  allons  maintenant  présenter  les  projections  d'une  manière  abstraite. 
I.ii  pci'pcndiculaire  A«  abaissée  d'un  point  A  {Jig-  ')  sur  un  plan  fixe  P  est  la 
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projetante  de  ce  point:  son  pied  a  est  \a projection  du  point  A.  Tous  les  points  de 
la  projetante  ont  la  même  projection  a  sur  le  plan  P. 

Le  point  A  peut  être  projeté  sur  un  autre  plan  Q  par  une  droite  Aa,  perpendi- 
culaire à  ce  plan.  Le  plan  des  deux  projetantes  Aa  et  Aa,  est  perpendiculaire 
aux  deux  plans  de  projection,  et  par  suite  à  leur  intersection  XY,  que  l'on 
appelle  ligne  de  terre.  Cette  droite  est  donc  perpendiculaire  aux  lignes  ctaci. 
af,at,  suivant  lesquelles  le  plan  dont  nous  parlons  coupe  les  plans  de  projection. 
Ainsi,  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux  projections  d'un  point  sur  la  ligne  de 
terre  se  rencontrent  en  un  même  point  de  cette  droite. 

Si  l'on  connaît  les  deux  projections  a  et  a, ,  les  projetantes  seront  déterminées, 
et  leur  intersection  A  le  sera  également.  Il  n'y  aurait  d'exception  que  si  les  deux 
plans  P  et  Q  étaient  parallèles,  parce  qu'alors  les  projetantes  formeraient  une 
même  droite. 

Deux  points  a  et  a^  pris  sur  les  plans  P  et  Q  seront  les  projections  d'un  même 
point  de  l'espace,  toutes  les  fois  que  les  perpendiculaires  ««„  etaiao.  abaissées 
de  ces  points  sur  la  ligne  de  terre,  la  rencontreront  en  un  même  point  a^,  parce 
que  les  projetantes,  étant  dans  le  plan  déterminé  par  des  lignes  «rt„  et  a^a^,,  se 
rencontreront  nécessairement. 

On  appelle  plans  coordonnés  les  deux  plans  P  et  Q  que  l'on  choisit  pour  y 
rapporter  par  des  projections  les  différents  points  de  l'espace.  On  les  prend 
généralement  rectangulaires,  l'un  horizontal  et  l'autre  vertical. 

Les  plans  coordonnés  étant  à  angle  droit,  tout  point  de  chacun  d'eux  se  pro- 
jette sur  l'autre  en  un  point  de  la  ligne  de  terre. 

6.  L'ensemble  des  projections  des  points  d'une  ligne  sur  un  plan  forme  la 
projection  de  la  ligne  sur  ce  plan.  Pour  une  droite  AB  (fig.  6),  les  projetantes 
des  différents  points  sont  dans  un  plan  A«/>B  qui  est  perpendiculaire  au  plan  de 
projection  considéré  P.  La  projection  ah  de  AB  est  l'intersection  de  ces  deux 
plans,  et  par  suite  la  projection  d'une  ligne  droite  sur  un  plan  est  une  ligne  droite. 

Le  plan  AaôB  est  appelé  plan  projetant. 

A  chaque  projection  ab  ou  a,è,  correspond  un  plan  projetant.  Une  droite, 
dont  on  connait  les  projections  sur  deux  plans  coordonnés,  est  ainsi  déterminée 
par  l'intersection  de  deux  plans  projetants. 

Deux  droites  indéfinies,  prises  arbitrairement  sur  les  plans  coordonnés,  peu- 
vent être  considérées  comme  les  projections  d'une  même  droite;  il  faut  excepter 
le  cas  où  elles  rencontrent  la  ligne  de  terre  à  angle  droit  et  en  des  points  diffé- 
rents, parce  que  les  plans  projetants  qu'elles  déterminent  sont  alors  parallèles 
comme  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre. 

7.  Nous  désignerons  un  point  ou  une  droite  de  l'espace  par  ses  deux  projec- 
tions, en  indiquant  la  projection  horizontale  la  première.  Nous  dirons  ainsi  le 
point  {a,  a^)  et  la  droite  (ab,  a,  A,  )  (,/ig.  (i). 
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Un  point  siliié  sur  le  plan  lioi'izontal,  loi  que  le  point  a  ifig-  5;,  se  confond 
avec  sa  projeclion  hoiizontale;  sa  projection  verticale  se  trouve  sur  la  ligne  de 
terre  en  a^  :  c'est  donc  le  point  («,  a„).  Nous  emploierons  cette  notation  (juand 
nous  voudrons  rappeler  que  la  projection  verticale  du  point  est  sur  la  ligne  de 
terre;  mais,  en  général,  nous  dirons  simplement  le  point  a. 

La  même  observation  s'étend  aux  points  qui  sont  sur  le  plan  vertical,  et  aux 
droites  situées  sur  l'un  ou  l'autre  des  plans  de  projection. 

8.  On  détermine  la  position  d'un  plan  par  ses  traces  sur  les  deux  plans  coor- 
donnés :  ce  sont  les  droites  NE  et  FK  (fig.  7)  suivant  lesquelles  il  coupe  ces 
plans.  Chacune  de  ces  lignes  passe  par  le  point  M  où  le  plan  rencontre  la 
droite  XY.  Ainsi,  les  deux  traces  d un  plan  se  coupent  en  un  point  de  la  ligne  de 
terre. 

Un  plan  parallèle  à  l'un  des  deux  plans  coordonnés  n'a  pas  de  trace  sur  ce 
plan;  sa  trace  sur  l'autre  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Les  traces  d'un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre  sont  parallèles  à  cette  droite. 

Quand  un  plan  est  vertical,  sa  trace  sur  le  plan  vertical  de  projection  est  ver- 
ticale, et  par  suite  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  La  trace  horizontale  d'un 
plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  est  également  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre. 

Deux  droites  situées  sur  les  deux  plans  coordonnés  et  qui  se  coupent  en  un 
point  de  la  ligne  de  terre,  ou  qui  sont  parallèles  à  cette  droite,  peuvent  toujours 
être  considérées  comme  les  traces  d'un  plan. 

Nous  désignerons  un  plan  par  ses  deux  traces,  en  indiquant  la  trace  horizon- 
tale la  première  :  nous  dirons  ainsi  le  plan  (NE,  FKj. 

Rabattement  (hi  plan  vertical.  —  Règles  de  ponctuation.. 

9.  Pour  employer  sur  une  seule  feuille  de  dessin  le  mode  de  représentation 
que  nous  venons  d'exposer,  il  suffit  de  supposer  que  le  plan  vertical,  entraînant 
avec  lui  les  projections,  les  traces  et  les  lignes  de  construction  que  l'on  peut  y 
concevoir,  soit  rabattu  sur  le  plan  horizontal  par  un  mouvement  de  rotation 
autour  de  la  ligne  de  terre.  Quand  on  raisonne  sur  les  figures  de  l'espace  et 
leurs  relations  avec  les  plans  coordonnés,  on  doit  toujours  considérer  ceux-ci 
dans  leur  position  naturelle;  ce  n'est  que  pour  l'exécution  des  tracés  qu'il  faut 
supposer  le  plan  vertical  rabattu. 

10.  Nous  avons  reconnu  (art.  5  )  que  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux 
projections  a  et  a,  d'un  point  A  {fig.  '^))  sur  la  lign(!  de  terre  se  rencontrent  en 
un  point  «„  de  cette  ligne.  Lorsque  le  plan  vertical  tourne  pour  se  rabattre  sur 
le  plan  horizontal,  la  projection  r/,  décrit  un  quart  de  cercle  autour  du  point  «„ 
comme  centre,  et  la  ligne  «„«,  se  jjlace  en  rt„a'  sur  le  [)rolongement  de  ««„.  Par 
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conséquent,  après  le  rabattement  du  plan  verliial,  /es  deux  projections  d'un  point 
sont  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

11.  Les  projections  horizontales  et  les  projections  verticales  peuvent  indillé- 
remment  se  trouver  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  ligne  de  terre  XY  (Jig-  lo). 
Pour  les  distinguer,  nous  accentuerons  généralement  les  lettres  qui  indiquent 
les  projections  verticales  :  ainsi,  les  points  a  et  a'  seront  les  projections  hori- 
zontale et  verticale  d'un  même  point  (a,  a')  de  l'espace. 

En  examinant  les  projections  sur  \'Ajîg.  5,  on  reconnaît  (ju'un  point  est  en 
avant  du  plan  vertical,  comme  h.,  ou  en  arrière,  comme  R,  suivant  que  sa  pro- 
jection horizontale  est  au-dessous  ou  au-dessus  de  la  ligne  de  terre.  Un  point  est 
plus  élevé  ou  moins  élevé  que  le  plan  horizontal,  suivant  que  sa  projection  ver- 
ticale est  au-dessus  ou  au-dessous  de  cette  ligne. 

D'après  cela,  les  points  {a,  a')et  { c,  c)  (fig.  lo)  sont  en  avant  du  plan  ver- 
tical, et  les  points  (b,  b)  et  {d,  d')  en  arrière;  les  points  {a,  a')  et  {d,  d'  )  sont 
au-dessus  du  plan  horizontal,  et  les  points  {b,  b')  et  (c,  c')  au-dessous. 

12.  Après  le  rabattement  du  plan  vertical,  la  partie  postérieure  du  plan  hori- 
zontal et  la  partie  inférieure  du  plan  vertical  se  trouvent  recouvertes.  On  trace 
toujours  en  ponctué,  tel  que  cb  (fig.  8),  les  projections  qui  sont  recouvertes. 

On  ponctue  aussi  les  projections  des  lignes  qui  sont  cachées,  soit  par  les 
plans  de  projection  considérés  comme  opaques,  soit  par  divers  corps.  Pour 
interpréter  cette  règle,  il  Amt  supposer  que  lès  objets  représentés  sont  regardés 
par  un  spectateur  placé  à  l'infini,  de  manière  que  les  projetantes  puissent  être 
considérées  comme  des  rayons  visuels.  Ainsi,  pour  une  projection  horizontale, 
on  supposera  le  spectateur  élevé  à  une  hauteur  infinie,  et  toutes  les  lignes  du 
corps  considéré  qui  ne  lui  seront  pas  cachées  seront  tracées  en  trait  plein.  Pour 
une  projection  verticale,  le  spectateur  sera  à  une  distance  infinie  en  avant  de 
ce  plan. 

Les  lignes  de  construction  sont  pointillées,  c'est-à-dire  telles  queaa'  {fig.  8). 
Lorsqu'elles  ont  beaucoup  d'impoi'tance,  on  emploie  un  trait  mixte  aGifig.  \i), 
formé  de  points  et  d'éléments  de  lignes. 

15.  Pour  ponctuer  convenablement  les  projections  d'une  droite,  il  faut  con- 
naître les  points  où  elle  perce  les  plans  de  projection.  Ces  points  sont  appelés 
traces. 

La  trace  verticale  d'une  droite  {ab,  a' b' )  {fig.  8),  étant  l'intersection  de  la 
droite  et  du  plan  vertical,  se  projette  horizontalement  au  point  c,  où  la  ligne  de 
terre  coupe  la  projection  horizontale  ab.  Ce  point  doit  d'ailleurs  se  trouver  sur 
la  projection  verticale  de  la  droite;  c'est  le  point  c'.  Par  des  raisonnements  ana- 
logues, on  reconnaît  que  la  trace  horizontale  doit  se  projeter  en  é ,  et  se  trouver 
au  point  e,  intersection  de  la  projection  horizontale  «6  avec  la  droite  e'e  perpen- 
diculaire à  la  ligne  de  terre. 
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Les  parties  ae  et  c1>  de  la  projection  horizontale  doivent  être  ponctuées  :  la 
première,  parce  qu'elle  représente  une  ligne  située  au-dessous  du  plan  horizon- 
tal et  cachée  par  lui;  la  seconde,  parce  qu'elle  est  recouverte  par  le  plan  vertical 
après  son  rabattement.  Pour  des  motifs  semblables,  les  parties  b'c'  et  a'e'  de  la 
projection  verticale  ont  été  ponctuées. 

hAjig.  9  montre  la  position  de  la  ligne  par  rapport  aux  deux  plans  de  projec- 
tion. Ceux-ci  sont  représentés  par  les  droites  H'H  et  V'V,  et  la  ligne  de  terre 
par  le  point  X.  Les  parties  XH'  et  XV'  des  plans  de  projection  sont  recouvertes 
après  le  rabattement;  elles  ont  été  indiquées  par  un  trait  discontinu.  Les  rela- 
tions qui  existent  entre  \e?,Jîg.  8  et  9  sont  analogues  à  celles  que  Im  fig.  i  et  2 
ont  avec  \Ajig.  4  :  nous  examinerons  plus  loin  cette  question. 

Surlay?^-.  %bis  les  projections  de  la  droite  ont  une  disposition  différente,  mais 
les  raisonnements  et  les  constructions  pour  obtenir  la  trace  horizontale  e  et  la 
trace  verticale  c'  sont  exactement  les  mêmes.  On  détermine  par  des  considérations 
analogues  les  parties  des  projections  qui  doivent  être  ponctuées,  h^fig.  9  bis 
montre  la  position  de  la  ligne  par  rapport  aux  plans  de  projection. 


CHAPITRE  IL 

QUESTIONS    DIVERSES. 


Prohlèmps  rlémentaircs  sur  les  lignes  droites. 

14.  Trouver  la  grandeur  d'une  droite  dont  on  connaît  les  projections . 

Une  droite  limitée  est  de  même  grandeur  que  sa  projection  quand  elle  lui  est 
parallèle,  ce  qui  arrive  lorsqu'elle  est  parallèle  au  plan  de  projection.  Dans 
toute  autre  position  sa  grandeur  n'est  pas  immédiatement  donnée;  on  la  déter- 
mine en  rabattant  un  des  deux  plans  projetants  sur  le  plan  de  projection  corres- 
pondant. 

Ainsi,  pour  avoir  la  grandeur  de  la  droite  AB  {fig.  n),  on  rabat  le  trapèze 
rectangle  AaôB  en  le  faisant  tourner  autour  de  la  projection  ab.  Les  longueurs 
des  côtés  «A  et  ^13  sont  données  par  les  lignes  agO.'  etb^b'  situées  sur  l'autre 
plan  de  projection. 

On  voit  sur  \n/ig.  12  la  construction  indiquée  sur  Va  fig.  11.  La  droite  est 
rabattue  sur  le  plan  horizontal  en  A,B,,  et  sur  le  plan  vertical  en  A'|B',.  Pour  ce 
dernier  rabattement,  on  prend  des  longueurs  a' A',  et  />'B',,  égales  à  a^a  et  b^h. 

Souvent,  au  lieu  d'un  trapèze,  on  trace  un  triangle  oèG,  dont  le  côté  iG  est  égal 
à  b' g,  différence  de  hauteur  des  points  a'  et  //.  La  longueur  cherchée  est  l'hvpo- 
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ténuse  aG  :  nous  voyons  qu'elle  est  plus  grande  que  la  projection  ab\  elle  lui 
serait  égale  si  la  droite  était  parallèle  au  plan  de  projection. 

15.  Les  mêmes  constructions  sont  représentées  sur  \'a  fig.  \'i  bis  pour  le  cas 
où  les  deux  extrémités  (a,  a')  et  {b,  b' )  de  la  droite  sont,  l'une  au-dessus  du 
plan  horizontal  et  l'autre  au-dessous.  Lorsqu'on  rabat  le  plan  projetant,  il  faut 
porter  les  longueurs  «„«' et  b^b'  de  côtés  différents  de  la  projection  ab.  Le  rabat- 
tementA,B,  doit  passer  par  la  traceede  la  droite,  ce  qui  fournit  une  vérification. 

Si  l'on  veut  déterminer  la  grandeur  de  la  droite  par  un  triangle  rectangle,  on 
fait  le  second  côté  iG  égal  à  la  différence  a' g  de  hauteur  des  points  a'  et  b' . 

16.  On  peut  encore  déterminer  la  grandeur  d'une  droite  en  la  rendant  paral- 
lèle à  l'un  des  plans  coordonnés,  et  en  cherchant  ce  que  devient  alors  sa  projec- 
tion sur  ce  plan. 

Faisons  tourner  le  plan  projetant  vertical  de  la  droite  AB  {fig.  i4  a)  autour 
de  la  verticale  Aa,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  parallèle  au  plan  vertical  de  projection. 
Dans  ce  mouvement  le  point  b  décrit  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  est  a,  et 
vient  se  placer  en  b^  sur  la  droite  ab^  parallèle  à  la  ligne  de  terre  XY.  Le  point 
B  restant  toujours  h  la  même  hauteur,  sa  projection  verticale  b'  se  meut  sur  une 
parallèle  à  la  ligne  de  terre;  elle  s'arrête  au  point  b^  correspondant  à  b^.  La 
droite  a'6,  est  donc  la  projection  de  la  ligne  devenue  parallèle  au  plan  vertical, 
et  par  suite  elle  est  sa  vraie  grandeur. 

Un  exemple  de  celte  construction  est  donné  sur  la^^.  i'\.  Les  extrémités 
(a,  a')  et  {b,  b')  de  la  droite  y  ont  été  placées  de  côtés  différents  du  plan  hori- 
zontal. Les  points  e  et  e',  traces  horizontales  de  la  ligne  avant  et  après  la  rotation 
du  plan  projetant,  sont  sur  un  même  arc  de  cercle  décrit  du  point  a  comme 
centre. 

17.  Si  l'on  voulait  déterminer  sur  une  ligne  indéfinie  (ae,  a'e')  {fig.  12  bis^ 
un  point  {b,  b')  qui  fût  à  une  distance  donnée  du  point  («,«'),  on  pourrait 
ramener  la  droite  sur  le  plan  horizontal  en  rabattant  son  plan  projetant  :  elle  se 
placerait  en  A,e.  On  porterait  alors  la  longueur  donnée  de  A,  en  B,,  et  il  n'y 
aurait  plus  qu'à  chercher  les  projections  du  point  B,  quand  le  plan  projetant 
serait  relevé.  La  projection  horizontale  est  au  pied  b  de  la  perpendiculaire  B,  b, 
et  la  projection  verticale  au  point  correspondant  b'  de  la  droite  a'e' . 

On  pourrait  résoudre  le  problème  par  la  construction  indiquée  sur  \nfig.  i4- 

18.  Les  plans  projetants  de  deux  droites  parallèles  AB,  CD  {fig.  i3)  sont  paral- 
lèles, et  les  projections  ab,  cd de  ces  lignes  le  sont  également. 

Pour  mener  par  un  point  une  parallèle  à  une  droite,  il  suffit  de  tracer  par  les 
projections  du  point  des  parallèles  aux  projections  de  la  ligne  droite. 

Lorsque  deux  projections  ab  et  cd  sont  parallèles,  les  plans  projetants  le  sont 
aussi,  mais  les  droites,  pouvant  avoir  des  positions  quelconques  dans  ces  plans, 
ne  sont  pas  nécessairement  parallèles.  Cependant,   si  les  projections  de  deux 
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droites  de  l'espace  sur  deux  plans  coordonnes  sont  parnllclcs,  les  droites  de  l'espace 
sont  parallèles,  comme  intersections  de  plans  parai  li'ios. 

Plans  (Irtcrmiiiés  j)tir  diverses  coiiditions . 

lî).  Construire  les  traces  du  pltin  ilèlenninc  par  deuv  droites  dofinces  {ah,  a'  h'  ) 
et  (cd,  ed)  {fig.  i)  ). 

l'onr  que  le  problème  puisse  être  résolu,  il  Tant  ([ue  les  droites  se  coupent  ou 
soient  parallèles.  La  première  condition  aura  lieu  quand  les  points  m  et  m',  où  les 
projections  se  rencontientsur  les  deux  plans  coordonnés,  seront  sur  une  perpen- 
diculaire à  la  ligne  de  terre,  et  représenteront  par  conséquent  un  point  de  l'espace. 

La  trace  verticale  P'  du  plan  passe  par  les  traces  verticales  //et  c'  des  droites, 
et  la  trace  horizontale  P'  par  les  traces  horizontales  a  et  d.  Les  deux  traces  du 
plan  des  droites  devront  se  rencontrer  en  un  même  point  de  la  ligne  de  terre. 

Si  l'on  avait  négligé  de  s'assurer  que  les  droites  données  se  coupent,  on  le 
reconnaîtrait  en  voyant  que  les  droites  ad,  h'c'  se  croisent  en  un  point  de  la 
ligne  de  terre,  car  alors  elles  déterminent  un  plan  qui  contient  chacune  des 
lignes  données,  parce  qu'elle  y  a  deux  points  a  et  //  ou  r/ct  e' . 

Lii/ig.  i")  />«  représente  la  solution  du  même  problème  avec  une  disposition 
diirérente  des  données. 

Les  constructions  sont  les  mêmes  quand  les  droites  données  sont  parallèles 
entre  elles,  sans  être  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

20.  Si  l'on  fait  passer  une  droite  par  deux  points  pris  arbitrairement  sur  les 
droites  données,  ses  traces  seront  sur  les  traces  de  leur  plan.  On  peut  employer 
celte  construction,  soit  pour  obtenir  des  ve'ri/ieations,  soit  pour  déterminer  les 
traces  du  plan,  quand,  par  suite  de  la  disposition  de  la  figure,  le  tracé  indiqué 
dans  l'article  précédent  se  trouve  en  défaut. 

Sur  \ii/ig-  iG,  l'une  des  droites  données  (cr/,  e'd')  a  ses  traces  éloignées^  c'est- 
à-dire  hors  du  cadre  de  l'épure.  On  prend  sur  cette  droite  un  point  (g,  g'),  et 
sur  l'autre  droite  (ah,  a'h')  un  point  (n,  n').  Les  traces  de  la  sécante  {ng,  n'g') 
appartiennent  aux  traces  P  et  P'  du  plan  de  ces  deux  droites. 

Quand  les  deux  di'oites  données  se  coupent  en  un  point  de  la  ligne  de  terre, 
ce  point  appartient  aux  deux  traces  de  leur  plan.  On  obtient  un  second  point 
sur  chacune  d'elles,  en  délerminanl  les  traces  d'une  sécante  comme  dans  le  cas 
de  la  /7/J-.  iG. 

Lorsque  les  droites  sont  rnne  et  l'autre  paralli'les  à  la  ligne  de  terre  {//g.  17J, 
les  traces  de  buir  plan  sont  parallèles  à  «-ette  ligne,  et,  pour  pouvoir  les  tracer, 
il  suffit  de  construire  les  points  e  et  //',  où  une  sécante  (ng,  n'g')  rencontre  les 
pians  de  projection. 

"il.   On  applique  sans  dirticullé  la  construclion  géiu'ralc  de  l'article  li)  au  cas 
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OÙ  l'une  des  deux  droites  est  parallèle  à  un  plan  de  projection.  Sur  h/f'f^.  i8  la 
droite  (ma,  m'a')  est  parallèle  au  plan  vertical;  le  plan  cherclic  devant  la  con- 
tenir, sa  trace  P'  lui  sera  parallèle.  Cette  trace  sera  donc  parallèle  à  la  projec- 
tion a'm'  ;  elle  passera  d'ailleurs  par  la  trace  c'  de  la  seconde  droite  {rncd,  m'c'd'), 
et  elle  rencontrera  en  un  point  de  la  ligne  de  terre  la  trace  horizontale  adàu  plan. 

22.  Pour  obtenir  les  traces  du  plan  déterminé  par  trois  points,  on  construira 
les  traces  des  droites  qui  passent  par  ces  points;  si  ces  lignes  ne  se  présentent 
pas  d'une  manière  commode  pour  l'exécution  graphique,  on  prendra  sur  elles 
des  points  par  lesquels  on  mènera  de  nouvelles  droites  qui,  étant  également 
dans  le  plan  cherché,  pourront  servir  à  en  déterminer  les  traces. 

Si  l'on  donne  un  point  et  une  droite,  on  obtiendra  sur  le  plan  autant  de 
droites  que  Ion  voudra,  en  joignant  le  [loint  donné  à  divers  points  de  la  droite. 

Pour  mener  par  une  droite  donnée  un  plan  parallèle  à  une  autre  droite 
donnée,  il  faut  faire  passer  par  un  point  de  la  première  une  ligne  parallèle  à  la 
seconde;  elle  sera  dans  le  plan  cherché,  qui  sera  ainsi  déterminé  par  deux 
droites  qui  se  coupent. 

23.  Faire  passer  par  un  point  donné  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné. 

On  mène  par  le  point  une  droite  parallèle  à  une  droite  quelconque  du  plan  : 
les  traces  du  plan  cherché  passent  par  les  traces  de  cette  parallèle  et  sont  paral- 
lèles aux  traces  du  plan  donné. 

Sur  ^'à/ig.  19  le  point  donné  est  (m,  m')  et  le  plan  donné  (P,  P').  On  prend 
arbitrairement  un  point  a  sur  la  trace  horizontale  du  plan,  et  un  point  b'  sur  sa 
trace  verticale.  La  droite  passant  par  ces  points  a  pour  projections  ab  eta'b'. 
La  parallèle  menée  à  cette  droite  par  le  point  (m,  m')  a  des  projections  rncd  et 
m'c'd'  respectivement  parallèles  à  ab  et  a'b'.  Ses  traces  sont  d  et  c',  et  par  suite 
les  traces  du  plan  sont  les  droites  Q  et  Q'  respectivement  parallèles  à  P  et  P'; 
elles  doivent  se  rencontrer  en  un  point  de  la  ligne  de  terre. 

Le  plan  indéfini  (P,  P')  s'étend  devant  le  plan  (Q,  Q');  nous  avons  cependant 
établi  en  trait  plein  les  traces  de  ce  dernier,  parce  qu'un  plan  (autre  que  les 
plans  de  projection)  n'est  regardé  comme  opaque  que  quand  il  appartient  à  la 
surface  d'un  corps,  et  non  lorsqu'il  est  considéré  d'une  manière  abstraite.  Si 
nous  faisons  quelque  exception  à  cette  règle  pour  rendre  un  résultat  plus  sen- 
sible, nous  aurons  soin  d'en  prévenir  le  lecteur. 

24.  On  peut  généralement  simplifier  la  construction  en  considérant  sur  le 
plan  donné,  non  pas  une  droite  quelconque,  mais  l'une  de  ses  traces. 

Menons  par  la  projection  horizontale  m  du  point  donné  (^g.  20)  une  droite  ma 
parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan  donné,  et  par  la  projection  verticale  m' 
une  droite  in'a'  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  qui  est  la  projection  verticale  de 
celte  trace;  le  plan  cherché  devant  contenir  la  droite  (ma,  m'a'),  sa  trace  ver- 
ticale passe  par  la  trace  a'  de  cette  droite.  Cette  circonstance  et  les  relations  de 
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parallt'lismo  fléjà  (italtlies  permettent  d'ohtenir  les  deux  traces  Q  et  Q'  du  plan. 

On  peut  résoudre  (''i;alement  le  prohlèiiie  en  menant  par  le  point  (m,  m' )  une 
parallèle  h  la  trace  P'. 

Si  le  plan  donné  était  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  le  tracé  que  nous  venons 
d'exposer  ne  pourrait  pas  être  employé  :  il  faudrait  recourir  h  la  construction 
générale  de  l'article  25. 

25.  Déterminer  l'inlerseclion  de  deux  plans  donnes  par  leurs  traces. 
Les  plans  donnés  sont  (P,  P')  et(Q,  Q')  (/ig-  21  ou  21  bis). 

Le  point  a  où  les  traces  horizontales  se  coupent  et  le  point  de  rencontre  //  des 
traces  verticales  appartiennent  à  l'intersection.  Le  premier  de  ces  points  se  pro- 
jette verticalement  en  a';  la  projection  horizontale  du  second  est  b.  La  droite 
cherchée  est  donc  (ab,  à  b'  ). 

26.  Si  l'un  (les  plans  est  parallèle  au  plan  horizontal,  il  est  simplement 
représenté  par  une  trace  verticale  Q'  {fig-  22)  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  L'in- 
tersection est  alors  parallèle  à  la  trace  horizontale  P  de  l'autre  plan  (P,  P'); 
elle  passe  d'ailleurs  au  point  de  rencontre  b'  des  traces  verticales;  ses  projec- 
tions sont  donc  les  droites  be  et  Q'  respectivement  parallèles  à  P  et  à  XY. 

27.  Lorsque,  sans  être  parallèles,  les  traces  horizontales  P  et  Q  ne  se  ren- 
contrent pas  sur  la  feuille  de  dessin  {Jig.  23),  on  coupe  les  deux  plans  par  un 
plan  horizontal  auxiliaire  xy  suffisamment  élevé.  Les  intersections  {rg,  xy)  et 
{sg,  xy)  ainsi  obtenues  se  croisent  en  un  point  {g,  g')  qui  appartient  h  la 
droite  cherchée. 

Quand  les  traces  ne  se  rencontrent  sur  aucun  des  deux  plans  coordonnés,  il 
faut  déterminer  deux  points  de  l'intersection  par  deux  plans  auxiliaires.  Toute- 
fois cette  construction  ne  peut  pas  être  employée  lorsque  les  traces  ne  se 
coupent  que  très  loin  sur  l'un  et  l'autre  plan;  il  faut  alors  recourir  à  une 
méthode  générale  que  nous  expliquerons  aux  articles  65  et  67. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  plans  sécants  auxiliaires  peuvent  être  parallèles 
au  plan  vertical,  ou  même  disposés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace; 
mais  dans  ce  dernier  cas  les  constructions  seraient  moins  simples. 

Si  les  plans  donnés  rencontraient  la  ligne  de  terre  en  un  même  point,  on 
obtiendrait  un  second  point  de  l'intersection  en  les  coupant  par  un  plan  auxi- 
liaire. 

28.  Trouver  le  point  d' intersection  de  trois  plans  donnés  par  leurs  traces. 

On  détermine  les  droites  suivant  lesquelles  un  des  plans  coupe  les  deux 
autres;  ces  droites  se  rencontrent  au  point  cherché. 

Le  problème  est  résolu  sur  la//^.  2I.  Les  trois  plans  sont  (P,  P'),  ^^Q,  Q')  et 
(R,  R).  Nous  avons  déterminé  les  trois  droites  d'intersection  suivant  lesquelles 
ils  se  coupentdeux  à  deux  :  ce  sont  les  droites  {ic,  iC ),  {nb,  n'b')  et  (nui,  m'a'); 
elles  se  rencontrent  au  point  cherché  (v.  s'). 
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Le  même  probl(?me  est  résolu  sur  \^fig-  24  his;  nous  en  avons  établi  la  ponc- 
tuation dans  l'hypothèse  que  les  plans  donnés  sont  les  faces  d'un  tétraèdre  dont 
la  base  abc  est  posée  sur  le  plan  horizontal. 

Les  droites  P  et  P'  d'une  part,  R  et  R'  de  l'autre,  doivent  se  couper  en  un 
même  point  de  la  ligne  de  terre.  Si  cela  n'avait  pas  lieu,  ces  couples  de  droites 
ne  représenteraient  pas  des  plans,  et  les  diverses  vérifications  que  fournit  la 
construction  ne  seraient  pas  satisfaites. 

29.  Connaissant  l'une  des  projections  d'une  droite  située  dans  un  plan  donné, 
trouver  Vautre  projection . 

La  projection  connue  détermine  un  plan  projetant  dont  on  cherche  l'inter- 
section avec  le  plan  donné. 

La  construction  est  représentée  sur  \& /ig.  20.  On  trouve  que  a' h'  est  la  pro- 
jection verticale  de  la  droite  qui  est  contenue  dans  le  plan  (P,  P'),  et  qui  se 
projette  horizontalement  sur  ab. 

50.    Trouver  le  point  où  une  droite  donnée  perce  un  plan  donné. 

Il  faut  faire  passer  un  plan  par  la  droite,  chercher  son  intersection  avec  le 
plan  donné,  et  prendre  le  point  où  cette  ligne  rencontre  la  droite  donnée. 

Soient  (D,  D')  la  droite  (Jig.  26)  et  (P,  P')  le  plan.  On  détermine  les  traces 
a  et  b'  de  (D,  D')  ;  en  les  joignant  à  un  point  quelconque  g  de  la  ligne  de  terre, 
on  a  un  plan  (ag,  gh')  qui  contient  la  droite.  Son  intersection  avec  le  plan  donné 
est  une  droite  {cd.  c'd'  )  qui  rencontre  la  droite  donnée  au  point  cherché  (m,  m'). 

31.  On  peut  simplifier  le  tracé  en  prenant  pour  plan  auxiliaire  l'un  des 
deux  plans  projetants  de  la  droite,  par  exemple  celui  qui  est  vertical  ;  ses  traces 
sont  D  et  aa'  {fig.  27);  il  coupe  le  plan  (P,  P')  suivant  la  droite  (D.  a'b').  L'in- 
tersection de  a'b'  avec  D'  donne  la  projection  verticale  m'  du  point  cherche;  on 
en  déduit  la  projection  horizontale  m. 

Si  l'on  veut  avoir  une  vérification,  on  emploiera  comme  plan  auxiliaire  celui 
qui  projette  la  droite  sur  le  plan  vertical.  La  construction  est  faite  sur  la  figure. 

>'()us  avons  ponctué  \e?,fig.  2G  et  27,  en  supposant  que  le  plan  formait  la  face 
supérieure  d'un  polyèdre,  et,  par  conséquent,  que  la  droite  devenait  invisible 
au  delà  du  point  (m.  m'). 

Projections   ar/,viliatrcs. 

32.  Quand  l'une  des  projections  d'une  droite  est  perpendiculaire  ii  la  ligne 
de  terre,  le  plan  projetant  correspondant  est  perpendiculaire  à  cette  ligne,  et, 
par  suite,  au  deuxième  plan  de  projection;  ses  deux  traces,  qui  sur  le  dessin 
ne  forment  qu'une  seule  droite,  sont  alors  les  projections  de  la  ligne. 

La  connaissance  de  l'une  des  projections  de  la  droite  suffit  dans  ce  cas  pour 
que  l'on  ait  immédiatement  l'autre;  mais  la  droite  elle-même  peut  avoir  une 
position  quelconque  dans  le  plan  perpendiculaire   à  la  ligne  de  terre  qui  les 
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contient.  On  pi'nt  déterminer  la  droite  en  donnant  les  projections  de  deux  de 
SCS  points,  n)ais  ce  mode  de  représentation  ne  se  prête  pas  immédiatement  aux 
constructions  de  la  Géométrie  descriptive. 

D'ailleurs,  si  plusieurs  droites  importantes  se  trouvaient  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  cette  manière  de  les  détinir  présenterait  un 
peu  de  confusion  et  ne  ferait  pas  ressortir  la  forme  des  figures.  Pour  ces  divers 
motifs,  on  emploie  généralement  un  plan  auxiliaire  de  projection;  on  le  prend 
le  plus  souvent  perpendiculaire  aux  deux  autres,  et  on  le  rabat  sur  un  des  deux 
premiers  plans  de  projection,  en  le  faisant  tourner  autour  de  sa  trace  sur  ce  plan. 

o.).  Les  lignes  de  la  petite  façade  de  gauche  de  la  maison  dessinée  sur  la 
PI.  I  sont  toutes  projetées  sur  les  droites  eg,  i'f  \  pour  (}u'elles  soient  déter- 
minées et  représentées  d'une  manière  distincte,  nous  allons  les  projeter  sur 
le  plan  dont  les  traces  sont  les  droites  X.Y  et  YZ,,  perpendiculaires  à  XY. 
Nous  supposons  que  l'on  a  rabattu  ce  plan  sur  le  plan  horizontal  en  le  faisant 
tourner  autour  de  sa  trace  X,  Y,  qui  forme  une  nouvelle  ligne  de  terre. 

Pour  avoir  sur  ce  nouveau  plan  la  projection  a  d'un  point  («,  a'),  on 
l'emarque  que  les  projections  a  et  a"  doivent  être  sur  une  même  perpendiculaire 
il  la  ligne  de  terre  X,Y,  et  que  les  hauteurs  atu"  et  a„a'  indiquent  l'une  et 
l'autre  l'élévation  du  point  de  l'espace  au-dessus  du  plan  horizontal,  et  sont, 
par  conséquent,  égales. 

La  droite  qui  projette  le  point  {a,  a')  sur  le  plan  vertical  en  a'  a  pour  pro- 
jection sur  le  plan  auxiliaire  une  horizontale  qui  perce  le  premier  plan  vertical 
en  cl.  Dans  le  rabattement,  cette  droite  tourne  autour  de  la  ligne  de  terre  X,  Y 
en  lui  restant  toujours  parallèle;  son  point  r/ décrit  l'arc  dd^,  et  elle  se  place 
en  d,a". 

Tous  les  détails  de  la  petite  façade  sont  dessinés  sur  Vàftg.  3,  qui  est  une  nou- 
velle projection  verticale. 

oi.  h^fig.  4  est  une  projection  de  la  maison  faite  sur  un  plan  auxiliaire 
parallèle  à  celui  de  Vàjig.  3,  mais  rabattu  sur  le  plan  vertical  par  une  rotation 
autour  de  sa  trace  XZ.  La  projection  h"  d'un  point  {b,  b')  est  sur  la  droite  b'b, 
perpendiculaire  à  la  nouvelle  ligne  de  terre  XZ,  et  à  une  distance  b^b"  égale  à 
b^b.  Si  l'on  projette  le  point  b  en/sur  XY,,  et  qu'on  ramÎMie/en  /„  par  un  arc 
de  cercle  de  centre  X,  le  point  b"  sera  sur  la  verticale  île/,. 

^^/'S-  9  6st,  par  rapport  ta  \Afig.  8,  une  projection  auxiliaire  faite  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  et  rabattue  sur  le  plan  vertical. 

I^^.A'^-  9  ^•'"  est  également  une  projection  auxiliaire  pour  \^fig.  <^  bis. 

3"i.  Nous  pouvons  maintenant  résoudre  les  problèmes  qui  se  ra|)portent  aux 
figures  situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre. 

Déterminer  les  traces  d'une  droite  qui  passe  par  deux  points  donnes  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 
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Les  points  sont  (m,  m')  et  (n,  n')  (Jig.  28).  Nous  rabattons  sur  le  plan  hori- 
zontal le  plan  (xn,  xm')  qui  les  contient.  Le  point  {m,  m)  décrit  alors  un  arc 
de  cercle  qui  a  son  centre  au  point  m  et  vient  se  placer  en  un  point  3L  sur  une 
perpendiculaire  m^l  à  xn,  et  à  une  distance  de  cette  ligne  égale  à  la  hauteur 
du  point,  qui  est  donnée  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  vertical  par  la  droite a^m'. 
On  trouve  de  la  même  manière  la  position  N  du  point  {n,  n')  rabattu.  On  trace 
la  ligne  MN  rabattement  de  la  droite  considérée  :  sa  trace  horizontale  este;  sa 
trace  verticale  est  le  point  c,  dont  on  obtient  la  véritable  position  c'  en  relevant 
le  plan  qui  contient  la  droite. 

56.  On  emploie  un  plan  auxiliaire  de  projection,  non  seulement  pour  repré- 
senter les  figures  situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre, 
mais  encore  quand  les  constructions  ordinaires  ne  sont  pas  applicables,  par 
suite  d'une  disposition  particulière  des  données  par  rapport  aux  plans  de  pro- 
jection. 

Construire  r intersection  de  de'ur  plans  parallèles  à  la  ligne  rie  terre. 

Les  plans  que  nous  considérons  sont  (P,  P')  et  (Q,  Q')(/ig-  29).  Leurs  traces 
ne  se  rencontrant  pas,  nous  n'avons  immédiatement  aucun  point  de  l'intersection 
cherchée;  nous  voyons  seulement  qu'elle  est  parallèle  aux  traces  des  plans,  et 
par  suite  à  la  ligne  de  terre. 

Nous  prenons  un  plan  auxiliaire  perpendiculaire  aux  deux  plans  de  projection; 
ses  traces  sont  des  droites  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre,  menées  par  un 
même  point  x  de  cette  ligne;  en  le  rabattant  sur  le  plan  horizontal,  nous  ame- 
nons les  points  m  et  n  en  m,  et  n,,  et  les  nouvelles  traces  des  plans  donnés  sont 
les  droites  rm,,  sn ,  qui  se  coupent  en  E. 

On  trouve  facilement  les  points  e  et  e',  où  se  projette  le  point  E  quand  on  relève 
le  plan,  et  l'on  peut  tracer  les  droites  G  et  G',  projections  de  l'intersection. 

Nous  aurions  pu  résoudre  le  problème  sans  faire  de  rabattement,  en  détermi- 
nant les  intersections  des  plans  donnés  par  un  plan  auxiliaire  quelconque;  ces 
intersections  se  coupent  en  un  point  de  la  droite  cherchée. 

37.  Quand  un  plan  contient  la  ligne  de  terre,  ses  deux  traces  se  confondent 
avec  elle,  et  ne  suffisent  plus  à  le  déterminer.  Il  faut  alors  que  l'on  connaisse  un 
de  ses  points,  ou  les  angles  qu'il  forme  avec  les  plans  coordonnés;  mais  les  con- 
structions ordinaires  ne  peuvent  pas  être  appliquées  à  un  plan  ainsi  représenté, 
et  il  faut  recourir  à  quelque  artifice,  tel  que  l'emploi  d'un  plan  auxiliaire  de 
projection. 

Déterminer  F  intersection  d'un  plan  quelconque  avec  un  plan  passant  par  la  ligne 
de  terre  et  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal. 

Soit  (P,  P')  le  plan  donné  (fg-  3o).  Nous  prenons  un  plan  auxiliaire  perpen- 
diculaire à  la  ligne  de  terre,  et  nous  le  rabattons  sur  le  plan  vertical  en  le  faisant 
tourner  autour  de  sa  trace.»;.  La  nouvelle  trace  de  ('P,  P')  estfl|/>:  la  trace  du 
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second  pliiii  passe  par  le  point  x,  et  (ail  avec  x^  l'angle  donné.  Nous  pouvons 
donc  mener  celte  trace  xi;  elle  nous  fait  connaître  un  point  E  de  l'intersection; 
les  projections  e  et  e'  doivent  être  jointes  au  point  g  commun  aux  deux  plans. 
La  droite  chercliée  est  donc  (ge,  ge'). 

38.  On  pourrait  opérer  de  la  même  manière  quand  la  position  du  plan  qui 
passe  par  la  ligne  de  terre  est  déterminée  par  un  de  ses  points  (m,  m)  (Jig.  '3r), 
mais  alors  il  est  aussi  simple  de  couper  les  deux  plans  par  le  plan  horizontal  qui 
contient  le  point  donné.  Les  intersections  (bc,  xy)  et  (mi,  xy)  se  rencontrent 
en  un  point  (c,  e')  qui  appartient  à  la  droite  cherchée. 

59.  Déterminer  le  point  cF intersection  d'un  plan  quelconque  (P,  P'  )  (Jig-  32) 
ai>ec  une  droite  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  et  donnée 
par  deux  de  ses  points  (a,  a')  et  (b,  b'). 

Nous  rabattons  sur  le  plan  vertical  le  plan  projetant  de  la  droite;  elle  prend 
alors  la  position  AB,  et  rencontre  en  M  la  nouvelle  tracera,  du  plan  donné.  Quand 
on  relève  le  plan  auxiliaire,  le  point  cherché  vient  se  projeter  en  (m,  m'). 

Nous  veri'ons  plus  loin  que  l'on  emploie  quelquefois  des  plans  auxiliaires  de 
projection  qui  ne  sont  pas  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre. 

Droites  et  plans  perpendiculaires . 

40.  Quand  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  les  projections  de  la  droite 
sont  respeclii'ement  perpendiculaires  aux  traces  du  plan. 

Soient  P  le  plan  de  projection  (Jig.  33)  et  MN  une  di'oite  perpendiculaire  à  un 
plan  Q. 

Le  plan  passant  par  MN  et  par  la  projetante  Mm  de  l'un  quelconque  des  points 
de  cette  droite  est  perpendiculaire  à  chacun  des  deux  plans  P  et  Q,  et  par  suite 
à  leur  intersection  AB.  Réciproquement,  AB  est  perpendiculaire  à  toutes  les  lignes 
du  plan  wMN,  et  notamment  à  sa  trace  mG,  projection  de  MN. 

Quand  la  projection  rnG  d'une  droite  est  perpendiculaire  à  la  trace  AB  d'un 
plan  Q,  ce  plan  est  per[)endiculaire  au  plan  projetant,  mais  non  pas  nécessaire- 
ment à  la  droite.  Si  cependant  les  projections  de  la  droite  étaient  respectivement 
perpendiculaires  aux  traces  du  plan  sur  deux  plans  coordonnés,  les  deux  plans 
projetants  étant  perpendiculaires  au  plan  considéré,  la  droite,  qui  est  leur  inter- 
section, serait  perpendiculaire  à  ce  plan. 

41 .  Mener  par  un  point  donné  un  plan  perpendiculaire  à  une  droite  donnée. 
Soient  {a,  a')  le  point  et  (D,  D')  la  droite  {fig.  34).  La  trace  horizontale  du 

plan  cherché  est  perpendiculaire  à  la  projection  D  (art.  40).  La  droite  dont  les 
projections  sont  les  droites  ab  perpendiculaire  à  D  et  a'//  parallèle  à  la  ligne  de 
terre  est  donc  parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan,  et  comme  elle  passe  par 
le  point  (a,  a')  qui  doit  être  dans  le  plan,  elle  s'y  trouve  tout  entière.  La  trace 
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verticale  b'  appartient  donc  à  la  trace  verticale  du  plan.  Les  droites  h  g  et  ge, 
respectivement  perpendiculaires  à  D'  et  à  D,  sont  les  traces  du  plan  cherché. 

II  est  évident  que  l'on  pourrait  également  faire  la  construction  en  menant  par 
le  point  (a,  a')  une  parallèle  à  la  trace  verticale  du  plan. 

Sur  \SiJîg.  34  nous  avons  résolu  le  prohlème  d'abaisser  d'un  point  (a,  a')  une 
perpendiculaire  sur  une  droite  (D,  D').  La  détermination  du  plan  qui  passe  par 
(a,  a')  et  qui  est  perpendiculaire  à  (D,  D')  forme  la  première  partie  de  la  solu- 
tion ;  il  faut  ensuite  chercher  le  point  (m,  m')  où  la  droite  indétinie  perce  le  plan 
(art.  50  et  31),  et  le  joindre  au  point  donné. 

La  véritahle  grandeur  de  la  droite  («/«,  a'm')  est  la  distance  du  point  (a,  a' ) 
à  la  droite  (D,  D'). 

42.  Si  la  droite  donnée  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre, 
elle  sera  déterminée  par  deux  points  (a,  a')  et{b,  b')  {Jig-  35),  et  elle  prendra 
la  position  AB,  lorsque  son  plan  projetant  sera  rabattu  sur  le  plan  vertical. 

Le  point  donné  est  (m,  m');  sa  projection  sur  le  plan  auxiliaire,  après  le 
rabattement  de  celui-ci,  est  N. 

Nous  avons  maintenant  deux  plans  coordonnés  dont  la  ligne  de  terre  est  a::-, 
et  le  problème  à  résoudre  consiste  à  mener  par  un  point  (rtï,  N)  un  plan  perpen- 
diculaire à  une  droite  AB  située  dans  le  deuxième  plan  de  projection. 

On  trouve  que  le  plan  cherché  a  pour  traces  sur  nos  deux  plans  coordonnés  les 
droites  G'  et  rS  ;  il  est  facile  de  voir  que  sa  trace  horizontale  est  G. 

43.  Déterminer  la  distance  d'un  point  donné  à  un  plan  donné. 

11  faut  abaisser  du  point  une  perpendiculaire  sur  le  plan,  et  trouver  sa  lon- 
gueur. 

Soient  (P,  P')  le  plan  (Jig.  36)  et  (a,  a')  le  point;  la  perpendiculaire  a  pour 
projections  les  droites  ab  et  a'b'  respectivement  perpendiculaires  aux  traces  P 
et  P';  elle  rencontre  le  plan  au  point  (6,  b')  (art.  31),  et  en  faisant  tourner  autour 
de  la  verticale  de  ce  point  le  plan  qui  la  projette  sur  le  plan  horizontal,  jusqu'à 
le  rendre  parallèle  au  plan  vertical,  on  détermine  la  longueur  b'a\  de  la  droite 
(ab,  a' 6')  (art.  16). 

44.  Par  une  droite  donnée  faire  passer  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan 
donné. 

Soient  (P,  P')  le  plan  (^g.  3'])  et  (D,  D')  la  droite.  D'un  point  (a,  a')  pris 
arbitrairement  sur  cette  droite  nous  abaissons  une  perpendiculaire  (ab,  a'b')  sur 
le  plan  (art.  43),  et  nous  construisons  les  traces  du  plan(Z>g-,  c'e')qui  passe  par 
cette  perpendiculaire  et  par  la  droite  donnée  (D,  D')  (art.  19). 

4d.  Par  un  point  donné  faire  passer  un  plan  perpendiculaire  à  deux  plans 
donnés. 

11  suffit  de  déterminer  l'intersection  des  deux  plans  donnés  (art.  25),  et  de 
mener  par  le  point  donné  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  (art.  il).  Sou- 
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vent,  pour  l't'iidrc  les  tracés  commodes,  on  devra  transporter  les  plans  paiallële- 
luent  à  eux-mêmes. 

On  peut  encore  abaisser  du  point  donné  des  j)erpendiculaircs  sur  les  plans 
(art.  iO)  et  construire  les  traces  du  plan  déterminé  par  ces  droites  (art.  19). 

Angles  (le  droites  et  de  phi/is. 

4(>.  Quand  deux  droites  sont  a  angle  droit,  leurs  projections  sur  un  plan  paral- 
lèle ci  l'une  d'elles  sont  il  angle  droit. 

Considérons  d'abord  deux  droites  kC  et  ^\)(fig.  38)  rectangulaires  entre  elles 
et  parallèles  au  plan  de  projection  P.  Leurs  projections  ac  et  bd  sont  à  angle 
droit,  car  si  l'on  joint  deux  points  C  et  D,  le  triangle  BCD  et  sa  projection  dbc 
auront  leurs  côtés  égaux  comme  côtés  opposés  de  parallélogrammes,  et  cette 
égalité  entraîne  celle  des  angles  B  et  h. 

En  général,  la  projection  n'altère  pas  la  forme  des  figures  situées  dans  des 
plans  parallèles  à  celui  sur  lequel  on  les  projette. 

Supposons  maintenant  (jue  la  droite  BD  tourne  autour  du  point  B  en  restant 
perpendiculaire  à  AC;  elle  prendra  différentes  positions  BD,,  BD.,...  dans  le 
même  plan  projetant  BDèr/  qui  est  perpendiculaire  à  AC,  parce  qu'il  contient 
les  droites  BD  et  Bèqui  rencontrent  AC  à  angle  droit.  Toutes  les  droites  per- 
pendiculaires à  AC  auront  donc  pour  projection  la  droite  bd  perpendicu- 
laire à  eic. 

47.    Déterminer  l'angle  de  deux  droites  données  par  leurs  projections. 

Soient  (D,  D')  et  (G,  G')  {fig-  Sg)  deux  droites  qui  se  rencontrent  en  un  point 
(a,  a').  Pour  avoir  l'angle  qu'elles  forment,  il  suffit  de  rabattre  leur  plan  sur 
l'un  des  deux  plans  de  projection,  par  exemple,  sur  le  plan  horizontal. 

Les  traces  des  droites  considérées  sont  les  points  b  et  c,  et  par  suite  la  droite  bc 
est  la  trace  de  leur  plan.  La  pci-pendicnlaire  abaissée  du  point  («,  a')  sur  bc  se 
projette  sur  la  droite  ae  perpendiculaire  à  bc  (art.  46  ). 

Quand  le  plan  des  deux  droites  a  été  rabattu  sur  le  plan  horizontal  par  une 
rotation  autour  de  bc,  la  perpendiculaire  qui  était  projetée  sure«  se  trouve  placée 
dans  la  direction  de  cette  droite,  et  en  portant  sa  véritable  grandeur  de  e  en  A, 
nous  avons  à  ce  dernier  point  la  position  du  rabattement  du  point  {a,  a').  Comme 
d'ailleurs  les  points  è  et  c  sont  fi.xes,  l'angle  bXc  est  l'angle  cherché.  Dans  un 
problème  d'application,  il  pourrait  y  avoir  lieu  de  prendre  son  supplément. 

iNous  avons  obtenu  la  véritable  grandeur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  de  l'angle  sur  la  trace  du  plan,  en  portant  la  longueur  ae  de  sa  projection 
horizontale  sur  la  ligne  de  terre  de  «„  en  e^,  et  en  traçant  aV-^  (art.  U>). 

Nous  aurions  pu  déterminer  la  position  du  point  A,  en  cbercbant  les  lon- 
gueurs des  di'oites  b\  et  cIS,,  mais  la  coMstruclion  eût  clé  un  peu  plus  longue. 
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Oiiconsidèi'c  (jurlciiiplois  l'angle,  de  deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas;  c'est 
l'angle  que  lornient  deux  parallèles  à  ces  droites  menées  par  un  point  quelconque. 
i-8.  Lorsque  sur  chaque  plan  de  projection  la  trace  de  l'une  des  droites  se 
trouve  hors  du  cadre  de  la  tigure.  il  faut  rabattre  le  plan  des  droites  sur  un  plan 
parallèle  à  l'un  des  deux  plans  de  projection,  et  choisi  de  manière  que  ses  inter- 
sections avec  les  droites  considérées  puissent  être  utilisées. 

Surlayîi,'-.  40  ce  plan  auxiliaire  est  horizontal  et  a  pour  trace  verticale  X|Y,. 
Les  droites  (l),  D')  et((i,  G')  le  rencontrent  aux  points  (/>,  b')  et(c,  c').  On  fait 
tourner  le  plan  de  ces  lignes  autour  de  la  droite  {bc,  h'  c')  jusqu'à  ce  qu'il  soit 
dans  le  plan  horizontal  X,  Y,  :  les  tracés  sont  ensuite  les  mêmes  que  ceux  de  la 

i9.  On  peut  ex[)liquer  la  consti'uction  que  nous  venons  d'exposer,  en  suppo- 
sant que  la  ligne  de  terre  ait  été  transportée  en  X,Y,.  Le  plan  horizontal  s'est 
ainsi  trouvé  élevé  de  la  hauteur  de  b„b',  et  le  plan  vertical  reculé  de  la  même 
quantité.  Ces  translations  ne  modifient  évidemment  en  rien  ni  les  projections  de 
la  figure  de  l'espace,  ni  leur  position  relative. 

Quand  une  épure  contient  seulement  des  projections,  la  position  de  la  ligne  de 
terre  n'a  d'utilité  que  pour  la  ponctuation;  il  suffit  de  connaître  sa  direction, 
pour  pouvoir  résoudre  les  problèmes  relatifs  au  système  géométrique  représenté. 
Ainsi  la  longueur  de  la  droite  {ab,  a'b')  (Jîg.  i4)  est  a'b\,  à  quelque  hauteur 
que  la  ligne  de  ferre  soit  placée  sur  la  figure.  D'après  cela,  quand,  sur  une  épure 
du  genre  de  celles  dont  nous  parlons,  il  devient  nécessaire  de  considérer  des 
traces,  ainsi  que  cela  a  lieu  sur  \?ifig.  '\o,  on  peut  mettre  la  ligne  de  terre  à  la 
hauteur  qui  parait  la  plus  convenable  pour  les  constructions. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  notions,  mais  nous  avons  cru  devoir 
signaler  dès  à  présent  le  déplacement  de  la  ligne  de  terre  comme  un  des  pro- 
cédés les  plus  simples  de  la  Géométrie  descriptive,  pour  maintenir  les  tracés 
dans  le  cadre  de  l'épure. 

50.  La/ig.  '(I  présente  la  solution  du  prohiènie  de  l'angle  de  deux  droites, 
quand  l'une  d'elles  est  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection. 

La  droite  (D,  D')  étant  parallèle  au  plan  vertical,  nous  pouvons  la  prendre 
pour  axe  d'un  mouvement  de  rotation  par  lequel  nous  ramènerons  le  plan  des 
deux  droites  à  être  parallèle  au  plan  vertical. 

La  perpendiculaire  abaissée  sur  la  droite  (D,  1)')  d'un  point  (  b,  b' )  de  la  droite 
(G,  G')  a  pour  projections  la  droite  b'e'  perpendiculaire  àD'  (art.  46  ),  et  la  droite 
correspondante  be.  Sa  vraie  grandeur  est  l'hypoténuse  i'e,  du  triangle  rectangle 
b'e'e,  dont  le  côté  e'e,  est  égal  à  la  différence  eb,  des  projetantes  des  deux  points 
{e,  e)  et  {b,  b'  )  (art.  14-).  Portant  la  longueur  e,  b'  de  e'  en  B',  nous  obtenons  la 
projection  B'  du  point  (b,  b')  quand  le  plan  des  droites  est  devenu  parallèle  au 
plan  vertical.  L'angle  cherché  est  Wa'e'. 
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51 .  l'ar  tiii  point  donne,  faire  passer  une  droite  cpil  reneontre  une  droite  donnée 
sous  un  angle  donné. 

Soient  (a,  a)  le  point  (fig.  4'^)  et  (D,D'  )  la  droite.  Après  avoir  tracé  l'hori- 
zontale a'  g' ,  et  déterminé  ainsi  le  point  {g,  g')  situé  sur  (D,  D)  à  la  même  hau- 
teur que  (a,  a'),  nous  considérons  le  plan  qui  contient  les  droites  (D,D')  et 
(ag,a  g'),  et  nous  le  faisons  tourner  autour  de  cette  dernière  droite  de  manière 
à  le  rendre  horizontal.  Un  point  quelconque  ( b,  b')  de  la  droite  donnée  décrit 
un  arc  de  cercle  dont  le  centre  se  projette,  sur  le  plan  horizontal,  au  pied  e  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  b  sur  ag;  le  rayon  est  égal  à  l'hypoténuse  b'e, 
du  triangle  rectangle  b'  b^e^  dont  le  côté  è,e,  est  égal  à  ^e  fart.  14).  Portant  donc 
cette  longueur  à  partir  du  point  e  dans  la  direction  eb,  et  joignant  le  point  B 
ainsi  obtenu  au  point  g  qui  n'a  pas  changé,  on  trouve  que  la  droite  est  mainte- 
nant (B^,  b,g').  On  trace  sur  le  plan  horizontal  la  droite  aK  faisant  avec  B^K 
l'angle  donné;  quand  on  relève  le  plan,  le  point  K  décrit  un  arc  de  cercle  qui 
se  projette  sur  la  droite  K^-  perpendiculaire  à  l'axe  ag,  et  s'arrête  au  point  k  de 
la  droite  D.  La  droite  cherchée  est  (aX-,  a'k').  Le  problème  admet  une  seconde 
solution,  si  le  sens  dans  lequel  l'angle  doit  être  mesuré  n'est  pas  déterminé. 

On  peut  résoudre  par  cette  construction  le  problème  de  la  perpendiculaire 
abaissée  d'un  point  sur  une  droite,  déjà  examiné  à  l'article  41. 

On  remarquera  que,  sur  ïesfg.  4i  et  43,  il  n'y  a  pas  de  traces,  mais  seulement 
des  projections,  et  que,  conformément  aux  observations  de  l'article  49,  la  posi- 
tion de  la  ligne  de  terre  n'est  utile  que  pour  déterminer  la  ponctuation  ;  la  hau- 
teur à  laquelle  elle  se  trouve  n'influe  en  rien  sur  les  tracés. 

52.  L'angle  aigu  d'une  droite  avec  sa  projection  sur  un  plan  est  plus  petit  que 
les  angles  aigus  formés  par  la  droite  avec  les  autres  lignes  du  plan. 

Soient  AB  la  droite  considérée  (Jig-  42),  Ai  sa  projection  sur  un  planP,  et  kc 
une  droite  du  plan. 

Prenons  des  longueurs  égales  Xb  et  Ar,  élevons  èB  perpendiculaire  au  plan, 
cl  joignons  le  point  B  au  point  c. 

Les  triangles  BAè  et  BAc  ont  deux  côtés  respectivement  égaux,  et  le  troisième 
côté  Bè  du  premier  est  plus  petit  que  le  côté  correspondant  Bc  du  second,  parce 
que  ces  droites  abaissées  d'un  même  point  sur  un  plan  sont  l'une  perpendicu- 
laire et  l'autre  oblique  à  ce  plan.  D'après  cela  l'angle  BA/>  est  }>Ims  pdit  (]ue  BAr. 
Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré. 

Si  nous  considérons  les  angles  supplémentaires  de  ceux  que  nous  venons 
d'examiner,  nous  verrons  que  BAc  est  plus  grand  que  BA/,  e(  par  suite  que  tous 
les  angles  obtus  formés  par  AB  avec  les  diverses  lignes  du  plan. 

Une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan  quand  elle  l'est  à  sa  projection  sur 
ce  plan;  elle  est  couchée  dans  le  plan  quand  elle  se  confond  avec  sa  projection. 
D'après  cela,  on  voit  (juc  rani^ir  d'une  dfoili'  avc<'  sa  projectinn  sur  un  |)lan  l'ail 
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bien  comprendre  la  position  de  cette  ligne  par  rapport  au  plan:  on  appelle  cet 
angle  angle  de  la  droite  avec  le  plan. 

55.   Construire  les  angles  d'une  droite  donnée  avec  les  plans  de  projection. 

Il  faut  déterminer  les  angles  de  la  droite  avec  ses  projections,  en  rabattant 
successivement  ses  deux  plans  projetants,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  pour 
trouver  la  distance  de  deux  points  (art.  14,  //"■.  12). 

34.  Construire  la  projection  verticale  d'une  droite,  connaissant  un  de  ses  points 
(a,  a')  (fig.  4-3).  sa  projection  ah  sur  le  plan  horizontal,  et  V  an  gle  cpC  elle  fait  avec 
ce  plan. 

En  faisant  l'angle  iaB  égal  à  l'angle  donné,  on  a  la  projection  de  la  droite 
lorsque  son  plan  projetant  a  été  rabattu  sur  le  plan  horizontal  X,Y,  qui  con- 
tient le  point  (a,  a').  Une  droite  Z'B  perpendiculaire  à  ah  fait  connaître  la 
hauteur  è,  h'  à  laquelle  le  point  rabattu  en  B  est  placé,  dans  l'espace,  au-dessus 
deX.Y,. 

55.  Construire  l'angle  d'une  droite  donnée  avec  un  plan  donné. 

En  jetant  les  yeux  sur  la  y/g-.  42,  on  voit  que  l'angle  BAè  sous  lequel  une 
droite  rencontre  un  plan  est  le  complément  de  l'angle  AB/;  qu'elle  fait  avec  une 
perpendiculaire  Bi  abaissée  de  l'un  quelconque  de  ses  points  sur  le  plan. 

D'après  cela,  on  obtiendra  l'angle  d'une  droite  donnée  avec  un  plan  donné, 
en  abaissant  d'un  point  de  la  droite  une  perpendiculaire  sur  le  plan  (art.  45),  et 
en  cherchant  l'angle  de  ces  deux  lignes  (art.  47). 

56.  Déterminer  r angle  de  deux  plans  donnés . 

Considérons  d'abord  dans  l'espace  deux  plans  dont  les  traces  sur  un  plan 
fixe  H  sont  aV  et  aQ  {Jig.  48a)  et  qui  se  coupent  suivant  la  ligne  aB  dont  la 
projection  est  ab  :  si  par  un  point  ^,  de  aB,  et  dans  les  deux  plans,  on  conçoit 
les  droites  g^m  ci  g^n  perpendiculaires  à  aB,  l'angle  mg^n  mesurera  le  dièdre 
compris  entre  les  plans,  et  la  construction  du  triangle  mg^n  fera  connaître  ce 
dièdre. 

Le  plan  mg,n  étant  perpendiculaire  à  aB,  sa  trace  mn  est  perpendiculaire 
à  ab  (art.  40  ),  et  par  suite  au  plan  projetant  baB,  et  à  la  droite  rg,  qui  y  est 
contenue.  La  ligne  rg,  est  aussi  perpendiculaire  à  aB,  parce  qu'elle  se  trouve 
dans  le  plan  mg,n.  Cette  circonstance  permet  de  déterminer  la  hauteur  rij-,  du 
triangle  mg,n,  dont  la  base  mn  se  trouve  sur  le  plan  H. 

Soient  maintenant  (P,  P')  et  (Q,  Q')  les  plans  donnés  (Jig.  44  et  44  ^")-  La 
droite  ba  est  la  projection  horizontale  de  leur  intersection.  Une  droite  mn  per- 
pendiculaire à  ba  peut  être  considérée  comme  la  trace  d'un  plan  perpendiculaire 
à  l'intersection  des  deux  plans  donnés. 

Ce  plan  auxiliaire  coupe  les  plans  (P,  P'  )  et  (Q,  Q'  )  suivant  deux  droites  qui 
comprennent  l'angle  cherché,  et  qui  forment  un  triangle  avec  la  ligne  mn.  En 
faisant  tourner  ce  triangle  autour  de  m/i.  le  sommet  décrit  un  arc  de  cercle  dans 
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le  plan  vertical  ((il>,  !>!>' )  perpendiculairi'  ii  inn,  et  vient  se  plaeer  snr  m  en  un 
certain  point  ^  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

La  ligne  /-^  considéi-ée  dans  l'espace,  avant  son  rahallenient.  est  perpemlien- 
laire  à  l'intersection  des  plans  donnés,  parce  qu'elle  esl  dans  le  plan  auxiliaire. 
D'après  cela  nous  obtiendrons  facilement  sa  longueur  en  rai)attant  le  plan  ver- 
tical (ah,  1)1)')  sur  l'un  des  plans  de  projection.  Si  nous  choisissons  le  plan  ver- 
tical, les  points  r  et  a  se  transportent  en  r,  et  o,,  l'intersection  des  plans  se 
place  en  h'a^,  et  la  perpendiculaire  r^i^\  est  la  longueur  qu'il  faut  porter  sur  la 
ligne  ra,  à  partir  du  point  /-pour  avoir  le  point  g.  L'angle  cherché  est  ryign. 

Si  les  deux  plans  ont  leurs  traces  parallèles  sur  un  des  plans  coordonnés,  par 
exemple,  sur  le  plan  horizontal  (//§■.  4*>).  leur  intersection  sera  horizontale  et 
parallèle  aux  traces;  le  plan  auxiliaire  deviendra  vertical,  et  la  hauteur  rg  du 
triangle  mng  sera  égale  h  la  projetante  bh' . 

o7.  L'intersection  «B  ijig.  ^\'6a)  est  perpendiculaire  à  toutes  les  lignes  du 
plan  mg^ji.  Si  donc  nous  rahattons  le  plan  (  P,  P'  )(  Jig.[\!\)  sur  le  plan  horizon- 
tal, il  suffira  d'ahaisser  du  point  m  une  perpendiculaire  sur  le  rahattement  de 
l'intersection,  pour  avoir  la  longueur  du  côté  mg  du  triangle  ingn. 

Traçons  du  point  h  la  lii;ne  6/ perpendiculaire  à  P.  La  droite  qui  va  dans  l'es- 
pace du  point  h'  du  plan  vertical  au  point  /  du  plan  horizontal  est  l'hypoténuse 
d'un  triangle  rectangle  dont  les  cotés  sont  hb'  et  bi\  sa  longueur  est  b'i\;  elle 
rencontre  perpendiculairement  en  i  la  trace  P,  et  par  suite,  quand  le  plan  tourne 
autour  de  la  droite  P,  le  point  {h,  h')  vient  se  placer  sur  le  prolongement  de  hi, 
en  un  point  B,  à  une  distance  iB  égale  à  Z/'?',.  Le  rahattement  de  l'intersection  est 
donc  aB;  il  n'y  a  plus  |)our  avoir  le  point  g  qu'à  ahaisser  la  perpendiculaire  mG, 
et  à  ramener  le  point  G  sui'  la  ligne  /r/ par  un  arc  de  cercle  ayant  son  centre  en /«. 

Cette  construction  est  un  peu  moins  simple  que  la  précédente;  mais  elle 
deviendrait  plus  facile  si,  pour  des  constructions  antérieures,  l'un  des  plans 
donnés  avait  déjà  été  rahattii. 

On  peut  encore  l'ésoudre  le  pidhlènu;  en  abaissant  des  perpendiculair(^s  snr 
les  plans  d'un  jioinl  pris  dans  l'intérieur  de  l'angle  que  l'on  veut  connaiire,  et 
en  construisant  l'angle  de  ces  droites  qui  est  supplémentaire  de  celui  que  l'on 
cherche.  En  prenant  le  point  sur  l'un  des  plans  de  projection,  dans  une  position 
convenahle  par  rapport  aux  traces,  on  sera  assuré  (pi'il  se  trouve  dans  le  dièdre 
que  l'on  considère. 

58.    Déterinincr  l' angle  qa  un  plan  donne  forme  avec  le  plan  horizontal. 

Soit(P,  P' )  le  plan  {/ig.  VS).  Par  un  point  ([uelcon(]ue  g  Ai'  P,  concevons  nu 
plan  vertical  perpendiculaire  ii  P;  il  coupe  le  plan  horizontal  et  le  plan  donné 
suivant  deux  droites  qui  comprennent  entre  elles  l'angle  cherché.  L'une  d'elles 
esl  la  perpendiculaii'e  i;/*  il  !',  l'aulreva  du  point  i?"  au  point  ^Où  la  verticale/^//, 
Irace  (in  plan  auxiliaire,  lencunlre  la  trace  P'  du  plan  donné. 
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Faisons  maintenant  tourner  le  plan  vertical  (h<][,  hb')  autonr  de  hb'  pour  le 
rabattre  sur  le  plan  vertical  de  piojeclion  :  le  point  i,Ma  en  i^-,  et  l'aui^le  cherché 
est  hg,  b'. 

On  opérerait  d'une  manière  analogue  pour  avoii'  l'annle  du  plan  donné  avec 
le  |»lan  vertical. 

C/irtngrjNCf/f  des  plans  de  projection. 

39.  Il  est  quelquefois  utile  d'abandonner  les  plans  coordonnés  primitifs 
pour  en  prendre  d'autres  qui,  eu  égard  à  la  nature  du  problème,  soient  plus 
convenablement  placés  par  lapport  à  la  figure  de  l'espace.  Il  faut  alors  déter- 
miner les  nouvelles  projections  des  lignes  données.  Nous  avons  déjà  étudié  cette 
question  dans  des  cas  simples  (art.  52-ôi  )  ;  nous  allons  compléter  cette  théorie. 

Connaissant  les  projections  de  divers  points  sur  deux  plans  coordonnés,  trouver 
la  projection  de  chacun  d'eux  sur  un  plan  vertical  quelconque  que  l'on  rabat  sur  le 
plan  horizontal. 

Soient  {m,  m'),  (p,  p'),  ...  les  points  donnés  (Jig.  49).  et  X,  Y,  la  trace  du 
nouveau  plan  vertical. 

La  nouvelle  projection  m"  du  point  {m,  m' )  doit  être  à  une  distance  de  la  nou- 
velle ligne  de  terre  X,Y,  égale  à  la  hauteur  du  point  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal, c'est-à-dire  à  la  distance  ///„/«'  de  la  première  projection  verticale  m'  à  la 
première  ligne  de  terre  XY.  Donc,  si  nous  traçons  par  le  point  m  la  perpendicu- 
laire mm,  à  la  ligne  de  terre  X,  Y,,  et  que  nous  prenions  sur  cette  droite  la  dis- 
lance m, m"  égale  à  m^m'.  le  point  m"  sera  la  nouvelle  projection  verticale  du 
point  (  in.m'  ). 

Le  point  m"  peut  être  placé  indilïéremment  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la 
ligne  de  terre  X,Y,,  parce  que  rien  ne  détermine  d'avance  le  sens  du  rabatte- 
ment du  nouveau  plan  vertical.  Tous  les  points  qui,  sur  le  premier  plan  ver- 
tical, ont  leur  projection  du  même  coté  de  la  ligne  de  terre  XY  que  m' ,  auront 
leur  nouvelle  projection  du  même  côté  de  la  droite  X,  Y,  que  m". 

fiO.  Nous  allons  maintenant  examiner  le  cas  général. 

Connaissant  les  projections  d'un  point  sur  deux  plans  coordonnés,  trouver  ses 
projections  sur  deux  plans  rectangulaires  donnés  que  l'on  rabat  sia-  les  premiers. 

Soient  {m,  m')  le  point  (Jig-  I7  ),  (P,  P')  un  des  nouveaux  plans  et  (A,  A  ) 
son  intersection  avec  le  second  plan. 

Nous  rabattons  le  plan  (P,  P')  sur  le  plan  horizontal  en  le  faisant  tourner 
autour  de  sa  trace  P,  et  nous  allons  chercher  d'abord  où  se  place  la  droite  (A,  A'  ) 
qui  doit  être  notre  nouvelle  ligne  de  terre  X,  Y,. 

Nous  prenons  un  plan  (xy,  aa  )  vertical  et  perpendiculaire  à  la  trace  P,  et 
nous  le  l'abattons  sur  le  plan  borizoïilal.  Un  point  qucdconque  (  /",  /'  )  de  (  A,  A'  ) 
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se  projette  sur  ce  plan  auxiliaire  en  un  point  r"  situé  à  la  même  liauteur  au- 
dessus  de  xy  que  /•'  l'est  au-dessus  de  XY.  I.()rs(jue  nous  faisons  tourner  le 
plan  (P,  P')  autour  de  P,  le  point  (/•,  /■"  )  déci'it  un  arc  de  cercle  et  se  place 
en  r, .  Le  point  h  de  la  droite  (A,  A)  n'a  pas  changé  de  position,  et  appartient 
par  suite  à  notre  nouvelle  ligne  de  terre  X,  Y,,  qui  est  ainsi  r,  h. 

Le  plan  (P,  P')  étant  perpendiculaire  au  plan  auxiliaire,  sa  trace  P'  sur  ce 
plan  passe  par  la  projection  /■"  de  l'un  quelconque  de  ses  points. 

Nous  obtenons  la  projection  m"  du  point  (w,  m!)  sur  le  plan  vertical  xy  en 
opérant  comme  pour  le  point  (r,  /■');  nous  projetons  m!'  sur  P"  en  /?,  puis,  rabat- 
tant le  plan  (P,  P')  sur  le  plan  horizontal,  nous  voyons  que  la  projection  se 
place  en  m',.  La  projection  sur  le  second  des  plans  coordonnés  est  en  /«',,  à  une 
distance  de  X,  Y,  égale  à  ml'n. 

Pour  bien  comprendre  ces  opérations,  on  peut  supposer  que  le  plan  auxiliaire 
soit  transporté  parallèlement  à  lui-même  jusqu'à  passer  par  le  point  {m,  m'); 
c'est  la  position  qu'il  faudrait  lui  donner,  si  l'on  ne  cherchait  les  nouvelles  pro- 
jections que  de  ce  seul  point. 

Le  point  m',  peut  être  placé  indiflëremnient  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la 
droite  X,Y,,  parce  que  rien  ne  détermine  d'avance  le  sens  du  l'abattement  du 
second  plan  sur  le  premier.  Tous  les  points  qui,  sur  le  plan  auxiliaire,  sont  du 
même  côté  de  P"  que  m"  devront  être  sur  le  nouveau  plan  de  projection  du 
même  côté  de  X,Y|  que  iri^.  Une  observation  analogue  doit  être  faite  pour  les 
projections  sur  le  plan  (P,  P'  )  :  un  point  tel  que  m,  sera  placé  d'un  côté  ou  de 
l'autre  de  la  trace  P,  suivant  le  sens  du  rabattement. 

Les  nouveaux  plans  de  projection  ne  sont  pas  l'un  horizontal  et  l'autre  ver- 
tical; cependant,  dans  les  questions  abstraites,  on  les  désigne  souvent  par  ces 
expressions,  et  cela  facilite  le  langage;  mais  dans  les  applications  les  objets  oui 
des  positions  déterminées,  et  l'on  cesserait  d'être  intelligible  si  l'on  appelait 
horizontales  des  droites  qui  sont  visiblement  inclinées  à  l'horizon  (  '). 

Pour  arrivera  nos  projections  détinitives  nous  avons  construit  une  projection 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  anciens  plans  coordonnés  et  à  l'un  des 
nouveaux.  Cette  projection  intermédiaire  est  quehjuefois  utile  par  elle-même 
pour  la  solution  du  problème. 

Nous  allons  maintenant  étudier  une  (|ueslion  (|ui  nous  donnera  l'occasion 
d'appliquer  les  tracés  que  nous  venons  d'expliquer. 

61.  Déterminer  la  plus  roiirtc  distance  de  deux  droites  données  qui  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan. 

Nous  supposons  d'abord  que  le  plan  vertical  est  parallèle  aux  deux  droites 


(')  \.a  Jig.  I  ne  doit  jamais  ôlro  appelée  une  projoclion  horiziuilale,  môme  quand  on  considère  la 
droiU'  XZ  comnie  une  lii^nc  de  lei're. 
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données  (A,  A')  et  (B,  B')  {fig.  49).  Les  projections  verticales  se  rencontrent 
nécessairement  en  un  point  m',  car  sans  cela  les  droites  de  l'espace  seraient 
parallèles,  et  par  suite  dans  un  même  plan. 

La  droite  projetée  sur  le  point  7/2'  est  évidemment  perpendiculaire  aux  deux 
droites,  et  aucune  autre  sécante  ne  peut  l'être,  car  sa  projection  verticale  serait 
perpendiculaire  aux  deux  convergentes  A'  et  B'  (art.  47),  ce  qui  est  impossible. 

Si  l'on  se  reporte  à  la  construction  que  nous  avons  donnée  pour  avoir  la  dis- 
tance de  deux  points  (art.  14),  on  reconnaîtra  que  la  longueur  nm  de  la  perpen- 
diculaire est  plus  petite  que  celle  des  autres  droites  qui  ont  leurs  extrémités 
sur  les  deux  droites  données. 

Nous  voyons  donc  que,  quand  deux  droites  ne  sont  pas  dans  un  même  plan, 
elles  ont  une  commune  perpendiculaire  qui  mesure  leur  plus  courte  distance, 
et  que  cette  ligne  est  immédiatement  donnée  de  grandeur  et  de  position  quand 
les  deux  droites  sont  parallèles  à  l'un  des  plans  de  projection. 

62.  Supposons  maintenant  que  les  droites  données  (A,  A")  et  (B,  W){Jig.  49) 
aient  leurs  projections  horizontales  parallèles  entre  elles,  mais  non  pas  à  la 
ligne  de  terre  X,  Y,  ;  pour  connaître  la  grandeur  de  la  plus  courte  distance,  nous 
n'aurons  qu'à  mesurer  l'écartement  des  droites  A  et  B;  mais,  si  nous  voulons 
avoir  la  position  de  la  commune  perpendiculaire,  il  faudra  prendre  un  nouveau 
plan  vertical  dont  la  trace  XY  soit  parallèle  à  A  et  B,  et  déterminer  les  projec- 
tions A'  et  B'  des  droites  sur  ce  plan  ;  leur  point  de  rencontre  m'  fera  trouver  sur 
le  plan  horizontal  la  ligne  ma  qu'on  relèvera  en  m'n". 

On  eût  pu  rabattre  le  plan  XY  sur  le  plan  vertical  X,  Y,  en  le  faisant  tourner 
autour  de  la  verticale  du  point  Y.  La  droite  YZ  eût  alors  été  la  ligne  de  terre  des 
deux  projections  qui  se  fussent  trouvées  disposées  comme  les^^.  i  et  4- 

63.  Nous  arrivons  maintenant  au  cas  général. 

Les  droites  données  sont  (A,  A')  et  (B,  B')  (Jïg.  5o).  La  ligne  (B,,  B'),  menée 
parallèlement  à  la  seconde  par  le  point  (g,  g')  de  la  première,  détermine  avec 
celle-ci  un  plan  (P,  P').  Nous  prenons  un  plan  auxiliaire  de  projection  (xy,  ee  ) 
perpendiculaire  au  plan  horizontal  et  à  (P,  P'  );  et  nous  le  rabattons  sur  le  plan 
horizontal. 

Les  deux  droites  (A,  A')et(^B,  B'jont  pour  projection  sur  ce  plan  une  droite  A", 
trace  du  plan(P,  P'  );  la  droite  (B,B'j  se  projette  sur  une  droite  B"  parallèle  à  la 
précédente,  et  qui,  par  conséquent,  peut  être  déterminée  par  un  seul  point,  tel 
que/?",  projection  de  la  trace  horizontale/?. 

L'écartement  des  droites  A"  et  B  "  donne  la  distance  cherchée  (art.  6'i  ). 

Pour  avoir  la  position  de  la  commune  perpendiculaire,  il  faut  prendre  un 
nouveau  plan  de  projection  parallèle  aux  droites  et  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical xy;  ce  sera  (P,  P').  Nous  pouvons  le  rabattre,  soit  sur  le  plan  auxiliaire  en 
le  faisant  tourner  autour  de  A",  soit  sur  le  plan  horizontal  par  une  rotation 
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auloiii'  (le  P;  nous  avons  adopté  celle  (Ici'iiii'rc  disposilion.  Opérant  conime  il  a 
été  expliqué  à  l'article  60,  on  trouve  que  les  nouvelles  piojections  des  droites 
sont  A'"  etB'".  La  commune  perpendiculaire  se  projette  en  ///"  :  nous  ramenons 
cette  ligne  d'abord  en  mn,  puis  en  ni  n' . 

La  projection  m"  ii"  sur  le  plan  auxiliaire  est  perpendiculaire  à  A"  et  à  B". 

Dans  le  rabattement  autour  de  P,  la  trace  P'  va  se  placer  sur  la  droite  qui 
passerait  par  les  points  L  et  e",  et  par  suite  le  point  L  est  à  des  distances  égales 
de  e'  et  de  e" .  Ce  dernier  point  est  donc  sur  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  L 
comme  centre  avec  he'  pour  rayon. 

64.  Si  l'une  des  droites  était  verticale,  la  commune  perpendiculaire  se  pro- 
jetterait sur  le  plan  horizontal  en  vraie  grandeur,  et  suivant  une  perpendicu- 
laire à  la  projection  de  la  seconde  droite.  On  peut  donc  résoudre  le  problème, 
dans  le  cas  général,  en  pienani  un  plan  de  projection  perpendiculaire  à  l'une 
des  droites. 

Enfin,  nous  indiquerons  deux  solutions  par  les  procédés  ordinaires,  en  con- 
servant les  plans  coordonnés. 

1°  Un  plan  P  {fig-  «oa  )  mené  par  la  droite  A  parallèlement  à  H,  e(  un  plan  H 
mené  par  la  droite  H  perpendiculairement  à  1',  se  coupent  suivant  une  droite  M 
dont  l'intersection  1  avec  A  est  l'une  des  extrémités  de  la  droite  cherchée.  Car, 
si  par  ce  point  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  P,  elle  sera  perpendicu- 
laire à  A,  à  M,  et  à  la  droite  B  parallèle  à  M. 

2"  L'intersection  G  (fig-  49«)  d'un  plan  P  perpendiculaire  à  A  par  un  plan  Q 
perpendiculaire  à  B  est  parallèle  à  la  droite  cherchée;  l'une  des  extrémités  de 
cette  ligne  est  le  point  1  où  la  droite  A  rencontre  le  plan  passant  par  B  et  paral- 
lèle à  G. 

Quand  les  projections  de  la  comniune  perpendiculaire  sontconnues,  on  trouve 
sa  grandeur  par  les  procédés  ordinaires  (art.  li). 


CHAPITRE  m. 

POINTS  ET  LICNKS  DE  CONSTIU  CTION   HUlîS  Dl    CADUE  DE  L'EPUliE. 


IW'diKiidii  (I  échelle. 

60.  Le  but  de  la  Géométrie  descriptive  étant  de  résoudre  des  problèmes  d'ap- 
plication, il  est  nécessaire  que  les  tracés  soient  appuyés  sur  des  lignes  et  des 
points  situés  dans  le  cadre  de  l'épure.  Lorsqu'un  point  utile  se  trouve  éloigné, 
on  ne  doit  pas  aller  le  chercher  sur  une  seconde  t'euille  placée  pi'ès  de  la  pre- 
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niière.  Cet  artifice  ne  présente  jamais  d'exactitude  et  serait  d'aiiieiiis  impossible 
dans  les  applications  sérieuses,  par  exemple  en  Stéréotomie,  où  l'on  opère  sur 
des  aires  limitées. 

Nous  avons  déjà  indiqué,  pour  lever  cette  dilTiculté,  divei's  procédés  spéciaux 
à  quelques  problèmes;  à  l'article  iî)  nous  avons  exposé  une  construction  qui 
est  souvent  employée,  celle  du  déplacement  de  la  ligne  de  terre;  il  nous  reste  à 
traiter  la  question  d'une  manière  générale  et  à  faire  connaître  quelques  tracés 
utiles. 

66.  On  peut  toujours,  par  une  réduction  d'échelle,  faire  rentrer  les  lignes  et 
les  points  éloignés  dans  le  cadre  de  l'épure.  Lorsque  le  tracé  est  terminé,  on 
reporte  la  solution  sur  la  figure  primitive. 

Supposons  que,  par  le  point  de  rencontre  éloigné  des  droites  B  et  C  {fig.  5i), 
on  doive  élever  une  perpendiculaire  à  B,  et  du  point  où  elle  coupe  la  droite  A 
abaisser  une  perpendiculaire  sur  D. 

11  suffit  de  réduire  les  dimensions  de  la  figure  au  tiers  pour  en  obtenir  une 
autre  {fig-  5i  his')  sur  laquelle  la  construction  puisse  être  faite.  La  droite  cher- 
chée e  est  ensuite  reportée  en  E  (fig.  5i).  Les  droites  des  deux  figures  sont  pa- 
rallèles. 

Nous  avons  construit  une  figure  entièrement  distincte  de  la  première,  mais 
généralement  on  prend  un  point  de  celle-ci  pour  centre  commun  de  similitude, 
de  manière  à  utiliser  pour  la  seconde  les  droites  qui  y  passent.  Si  l'on  avait 
choisi  le  point  M,  les  lignes  B  et  D  eussent  appartenu  à  la  figure  réduite.  Quand 
on  connaît  un  point  de  la  droite  cherchée,  il  est  avantageux  de  le  prendre  pour 
centre  de  similitude;  on  trouve  la  ligne  dans  la  position  même  qu'elle  doit 
occuper. 

Le  compas  de  réduction  est  d'un  usage  très  commode  pour  la  construction  que 
nous  venons  d'indiquei-.  On  ne  doit  employer  cet  instrument  qu'avec  beaucoup 
de  soin  quand  il  s'agit  d'obtenir  une  fraction  déterminée  d'une  longueur,  mais 
ici  la  grandeur  du  rapport  de  réduction  n'a  aucune  importance. 

67.  Quelques-unes  des  constructions  que  nous  avons  exposées  dans  le  Cha- 
pitre précédent  pour  des  points  éloignés  sont  de  véritables  réductions  d'échelle; 
ainsi  à  l'article  27  nous  avons  déterminé  l'intersection  de  deux  plans  dont  les 
traces  horizontales  ne  se  rencontrent  pas  sur  la  feuille  de  dessin,  en  diminuant 
dans  un  même  rapport  les  lignes  iR  et  èS  (yfig-  '-ij),  de  manière  à  obtenir  un 
triangle  rgs  semblable  à  celui  que  forment  les  traces  P  et  Q  avec  la  ligne  de 
terre.  Le  centre  de  similitude  est  le  point  connu  h  de  la  droite  cherchée. 

Cette  construction  ne  serait  pas  applicable  sur  la^^-.  02,  parce  que  les  traces 
des  plans  (P,  P')  et  (Q,  Q')  ne  se  rencontrent  que  très  loin  sur  les  deux  plans 
coordonnés.  Nous  avons  pris  le  point  R  pour  centre  de  similitude,  puis,  réduisant 
RS  au  cinquième,  nous  avons  transporté  le  plan  (  O,  Q  )  parallèlement  à  lui-même 
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en  {(j,  (]').  A|)rôs  avoir  obtenu  la  droite  d'intersection  (a,  a'),  nons  l'avons 
reportée  dans  sa  véritable  position  (A,  A)  en  prenant  Hl$  et  QC  (|uintuples 
de  Rè  et  de  \\c. 

Cnnstrurtioii.'!  diverses. 

68.  Tracer  une  droite  qui  passe  par  un  point  ilonné  et  par  le  point  éloigné  où 
(feux  droites  données  se  rencontrent. 

Soient  A  le  point,  P  et  Q  les  droites  (Jig.  53).  Nous  construisons  le  trian- 
gle ABC  dont  un  sommet  est  au  point  A,  çt  les  deux  autres  sur  les  droites  don- 
nées; puis  nous  traçons  bc  parallèle  à  BC,  et  par  les  points  è  et  c  nous  menons 
des  parallèles  à  BA  et  CA;  leur  point  de  concours  a  appartient  à  la  droite  cher- 
chée, car  les  deux  triangles  étant  homothétiques,  c'est-à-dire  semblables  et 
semblablement  placés,  les  droites  qui  passent  par  les  points  homologues  con- 
courent vers  un  même  point  qui  est  le  centre  de  similitude  (')-  . 

On  tracera  généralement  la  droite  BC  parallèle  h  la  ligne  du  cadre  de  l'épure, 
de  manière  que  bc  puisse  être  formé  par  un  segment  de  cette  ligne;  mais  la  con- 
dition essentielle  h  laquelle  il  faut  satisfaire,  c'est  que  les  diverses  intersections 
se  fassent  sous  des  angles  assez  ouverts. 

69.  Abaisser  une  perpendiculaire  sur  une  droite  R,  du  point  éloigné  oiï  deiur 
droites  P  f /  Q  se  rencontrent  (Jig.  T)/})- 

Des  points  a  et  b  où  la  droite  R  coupe  les  droites  P  et  Q,  nous  abaissons  des 
perpendiculaires  respectivement  sur  P  et  Q;  leur  point  de  rencontre  c  appar- 
tient à  la  perpendiculaire  cherchée.  On  sait,  en  effet,  que  les  trois  perpendicu- 
laires abaissées  des  sommets  d'nn  triangle  tel  que  PQR  sur  les  côtés  opposés 
concourent  vers  un  même  point  c  La  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  R 
est  donc  la  droite  cherchée. 

(  «  )  Nous  supposons  que  ce  théorème  est  connu  du  lecteur  ;  il  est  du  reste  très  facile  de  le  démontrer. 
Appelons  I  et  J  les  points  où  la  droite  ka  rencontre  les  droites  P  et  Q;  les  triangles  \ab,  iac  respecti- 
vement semblables  à  lAB  et  .IAC  donnent 

fi\  ah  ri.]  tic 

A  (I  +^I  ""  au"  ÂTTTrtJ    ^  AC' 

Les  seconds  rapports  de  ces  proportions  sont  égaux,  vu  la  similitude  des  triangles  ABC  et  (tlic\  donc 
les  premiers  rapports  sont  égaux;  do  la  proportion  i|u'ils  loriucnt,  on  lire 

\<l  \u' 

par  suite,  les  longueurs  Al  ol  A.l  sont  égrdes,  ut  les  points  I  et  .1  se  coulundi-nl. 
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CHAPITRE  IV. 

PROBLÈMES  RELATIFS  AUX  ANGLES  TRIÈORES. 


70.  Un  angle  trièdre  présente  trois  angles  plans  et  trois  angles  dièdres;  nous 
allons  voir  que,  quand  trois  de  ces  six  angles  sont  donnés,  on  peut  déterminer 
les  autres. 

Nous  désignerons  para,  [î  et  y  les  angles  des  faces,  et  par  A,  B,  C  les  angles 
dièdres  qui  leur  sont  respectivement  opposés.  Nous  considérerons  toujours  ces 
derniers  comme  représentés  par  des  angles  plans  d'un  même  nombre  de  degrés. 

Pour  la  facilité  du  langage,  le  plan  de  la  figure  sera  supposé  horizontal. 

Premier  cas. 

71.  Connaissant  les  faces  a,  [i  et  y  d'un  angle  trièdre,  trouver  (es  angles  dièdres 
A,Be/C. 

Nous  traçons  par  un  point  S  {Jig.  55)  les  droites  Se,  Se,  SaetSè,  comprenant 
entre  elles  les  angles  plans  donnés  a,  ^,  y;  et  nous  considérons  les  deux  espaces 
angulaires  èSc  et  b^  Sa  comme  les  rabattements  de  deux  faces  de  l'angle  trièdre 
sur  le  plan  horizontal  de  la  troisième  face  cS«. 

Prenons  sur  Sb  et  Si,  deux  points  M  et  M,  également  éloignés  de  S,  et  traçons 
les  droites  MEw,  M,  Dm  respectivement  perpendiculaires  à  Se  et  Sa;  si  nous 
relevons  les  deux  faces  rabattues,  en  les  faisant  tourner  autour  de  Se  et  de  Sa, 
les  points  M  et  M,  décriront  des  arcs  de  cercle  qui  auront  leurs  centres,  l'un  en  E 
et  l'autre  en  D,  et  qui  se  projetteront  sur  ME/n  et  M,  \)m.  Ces  arcs  sont  sur  une 
sphère  dont  le  centre  est  en  S  et  dont  le  rayon  est  égal  à  SM  et  à  SM,  ;  le  point 
de  rencontre  m  de  leurs  projections  est  la  projection  d'un  point  de  la  sphère  où 
ils  se  coupent.  Les  droites  S^  et  SZ*,  se  confondent  donc  lorsqu'elles  se  pro- 
jettent sur  Sot;  l'angle  trièdre  est  alors  recomposé. 

Lorsque  la  droite  EM  est  parvenue  à  sa  position  définitive,  elle  forme  avec  sa 
projection  E/n  et  avec  la  projetante  du  point  M  un  triangle  rectangle  dans 
lequel  l'angle  en  E  mesure  l'angle  dièdre  C.  Nous  connaissons  l'hypoténuse  et 
un  côté  de  ce  triangle,  nous  pouvons  donc  le  construire.  Si  nous  le  rabattons 
sur  le  plan  horizontal  par  une  rotation  autour  de  sa  base  otE,  son  sommet  se 
placera  au  point  m'  où  la  droite  mm'  perpendiculaire  à  otE  rencontre  l'arc 
décrit  du  point  E  comme  centre  avec  EM  pour  rayon.  L'angle  m'Em  est  l'angle 
chcrclié  C. 
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On  trouve  de  la  même  manière  la  grandeur  m\T)m  de  l'angle  dièdre  A.  Les 
droites /n«z'  et/wn',,  étant  des  ral)attements  d'une  même  projetante,  doivent  être 
égales. 

Si  le  point  m  se  trouvait  au  delà  de  Se,  l'angle  C  serait  ohtiis,  et  l'on  obtien- 
drait sa  grandeur  en  prenant  le  supplément  de  l'angle  toujours  aigu  m'Em. 
Quand  le  point  m  est  dans  l'angle  opposé  au  sommet  à  cSn  (J/g.  55  a),  les  deux 
angles  A  et  C  sont  ohtus. 

72.  Tous  les  points  de  la  sphère  dont  nous  avons  parlé  se  projettent  sur  le 
plan  horizontal,  dans  l'intérieur  d'un  cercle  décrit  du  point  S  comme  centre 
avec  SM  pour  rayon  (//g.  55).  Quand  les  droites  ME,.M,D  se  rencontrent  hors 
de  ce  cercle,  leur  point  d'intersection  n'est  la  projection  d'aucun  point  de  la 
sphère;  par  suite,  les  arcs  décrits  par  les  points  I\I  et  M,  ne  se  coupent  pas,  et 
il  n'est  pas  possible  de  composer  un  angle  trièdre  avec  les  angles  plans  donnés. 

Si  nous  faisons  varier  la  grandeur  de  l'angle  «SA,,  ou  y,  le  point  r?i  prendra 
diverses  positions  sur  la  droite  M/>,  et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir, 
quand  il  sera  sur  les  prolongements  de  celte  corde,  le  problème  n'aura  plus  de 
solution.  Or,  il  est  facile  de  reconnaître  que,  si  le  point  m  se  trouve  au  delà  de  // 
ou  en  deçà  de  M,  c'est  que  l'angle  y  est  plus  petit  que  la  différence  aSix  {fig-  Sy), 
ou  plus  grand  que  la  somme  aSti,  de  [î  et  de  a.  Il  faut  donc,  pour  que  l'angle 
trièdre  existe,  que  l'un  quelconque  des  angles  plans  soit  plus  petit  que  la 
somme  des  deux  autres. 

Si  cette  condition  n'était  pas  satisfaite,  le  triangle  Emm'  ne  pourrait  pas  être 
construit,  car  l'hypoténuse  Em',  qui  est  égale  à  EM  ou  En,  se  trouverait  plus 
petite  que  le  côté  Em. 

La  discussion  que  nous  venons  de  faire  est  complète  pour  le  cas  où  l'angle  bSa, 
somme  des  deux  angles  a  et  p  que  nous  supposons  invariables,  est  inférieur  à 
180°;  mais,  quand  il  dépasse  cette  grandeur,  c'est  son  supplément  à  36o°  qui 
est  la  limite  supérieure  de  l'angle  y.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette  étude, 
qu'il  est  facile  de  faire  sur  une  figure  établie  pour  ce  cas. 

Il  existe  ainsi  une  seconde  condition  :  l'angle  dièdre  n'est  possible  que 
quand  la  somme  de  ses  trois  angles  plans  est  inférieure  à  3Go". 

75.  Nous  n'avons  déterminé  que  deux  des  trois  angles  dièdres;  pour  obtenir 
le  troisième,  en  conservant  aux  angles  donnés  leur  disposition  sur  \i\/ig.  55, 
nous  traçons  les  lignes  MG  et  M,  H  respectivement  perpendiculaires  à  Sb  et 
à  S6,;  ces  lignes  comprennent  dans  l'espace  l'angle  B  quand  les  faces  cS>b 
etaSè,  sont  remises  en  position;  elles  lorment  alors  un  triangle  dont  la  base 
est  GH,  et  qu'on  peut  facilement  construire  rabattu  sur  le  plan  horizontal.  Son 
sommet  M'  est  déterminé  par  deux  arcs  de  cercle  ayant  pour  centres  G  et  H,  et 
pour  rayons  GM  et  HM,.  L'angh;  GM'H  est  l'angle  cherché  A. 

Le  plan  du  triangle  est  perpendiculaire  à  la  troisième  arête  :  sa  trace  GH  doit 
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ctrp,  par  conséquent,  perpendiculaire  à  la  projection  Sot  de  cette  droite  (art.  40). 
Dans  le  rabattement,  le  sommet  du  triangle  se  meut  dans  le  plan  dont  la  trace 
est  S/77,  et  le  point  M  où  il  vient  se  placer  doit  être  sur  cette  trace. 

7-i.  Rien  n'indique  dans  la  construction  si  l'on  a  fait  tourner  les  plans  cSi 
et  rtS/7,  de  manière  à  les  élever  au-dessus  du  plan  de  la  figure  ou  à  les  abaisser 
au-dessous  de  lui  :  cela  montre  que  les  deux  angles  trièdres,  qui  peuvent  être 
composés  par  ces  mouvements  différents,  ont  les  mêmes  angles  dièdres.  Ils  ne 
sont  pas  superposables,  mais  symétriques. 

On  peut  placer  dans  un  ordre  quelconque  les  (rois  angles  donnés,  ils  corres- 
pondent toujours  à  un  même  angle  trièdre  et  à  son  symétrique. 

7o.  Le  point  N  (/ig.  jj)  est  à  égale  distance  des  points  M,  et  m' ,  parce  qu'il 
se  trouve  sur  les  axes  Sa  et  En  des  deux  rabattements.  On  peut  donc  déter- 
miner la  position  du  point  77?'  sur  l'arc  M//?',  par  un  second  arc  décrit  du  point  N 
comme  centre  et  passant  par  M,.  Nous  allons  donner  un  exemple  de  cette  con- 
struction qui  est  préférable  h  celle  que  nous  avons  exposée,  quand  on  ne 
cherche  que  l'angle  dont  l'arête  est  Sr. 

Dans  le  levé  des  plans,  on  a  souvent  besoin  de  réduire  un  angle  à  l'hoi-izon. 
c'est-à-dire  de  déterminer  la  projection  horizontale  d'un  angle  connu  y  dont  les 
côtés  font,  avec  la  verticale  abaissée  du  sommet,  des  angles  donnés  a  et  [3. 

Cette  verticale  et  les  deux  côtés  de  l'angle  y  sont  les  arêtes  d'un  angle  trièdre 
dont  on  connaît  les  trois  angles  plans.  La  projection  demandée  est  l'angle  recti- 
ligne  qui  mesure  le  dièdre  des  faces  verticales. 

Par  un  point  S  {fig-  36)  nous  traçons  quatre  droites  Se,  Se,  Sa  et  Se,  for- 
mant entre  elles  les  angles  a,  ^  et  y;  la  seconde  de  ces  droites  est  verticale.  Nous 
considérons  les  deux  espaces  angulaires  bSc  et  è,  Sa  comme  les  rabattements 
de  deux  faces  de  l'angle  trièdre  sur  le  plan  vertical  de  la  face  rSa. 

Nous  prenons  un  plan  horizontal  déterminé  par  une  ligne  de  terre  EN;  il 
coupe  l'arête  S6  en  un  point  M  que  nous  rapportons  en  M,  sur  le  second  rabat- 
tement S/7,  de  cette  droite,  par  un  arc  décrit  du  point  S  comme  centre. 

Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  tourner  les  faces  bSc  et  6,  Sa  respecti- 
vement autour  de  Se  et  de  Sa  pour  recomposer  l'angle  trièdre;  le  point  M 
décrira  dans  le  plan  horizontal  un  arc  de  cercle,  dont  le  point  E  sera  le  centre 
et  la  droite  E.M  le  rayon;  le  point  M,  restera  toujours  à  la  même  distance  de  N. 
Nous  pouvons  donc  déterminer  par  recoupement  le  point  77?'  du  plan  horizontal 
où  les  points  M  et  M,  se  rejoindront.  L'angle  réduit  à  l'horizon  est  NE777'. 

La  seule  différence  avec  la /?g'.  55,  c'est  que  nous  avons  rabattu  la  face  bS>c 
sur  la  face  a  Se  et  non  en  dehors. 

Dans  cet  exercice,  nous  avons  supposé  les  angles  placés  sur  un  plan  vertical, 
poui'  avoir  égard  à  la  nature  des  données. 
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Dcit.viriiie  cas. 

7<>.  Connaissant  deux  faces  a  et  [i  d'an  angle  trièdrc  et  l'angle  dièdre  C  qu'elles 
comprennent,  trouver  la  troisième  face  y  et  les  deux  autres  angles  dièdres  A  et  B. 

Par  un  point  S  (fig.  j8),  nous  traçons  trois  droites  S6,  Se  et  Sa  qui  com- 
prennent entre  elles  les  angles  plans  donnés  a  et  P;  puis,  d'un  point  M  pris 
arbitrairement  sur  S6,  nous  abaissons  une  perpendiculaire  MN  sur  Se. 

Pour  placer  la  face  b'èc  dans  sa  véritable  situation  par  rapport  à  aSc,  il  faut  la 
l'aire  tourner  autour  de  Se,  jusqu'à  ce  que  la  droite  ME  l'orme  avec  EN  l'angle 
donné  C.  Cette  droite  ME,  sa  projection  sur  EN  et  la  projetante  du  point  M  sont 
alors  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  dont  nous  connaissons  l'hypoténuse 
ME  et  l'angle  en  E  égal  à  G.  Nous  pouvons  construire  ce  triangle  sur  le  plan  de 
la  figure  en  supposant  qu'il  ait  tourné  autour  de  sa  base.  Nous  obtenons  ainsi 
la  projection  m  du  point  M  de  l'espace. 

La  position  M,  du  point  M,  lorsqu'il  est  rabattu  avec  le  plan  de  la  troisième 
l'ace,  est  sur  la  circonférence  décrite  du  point  S  comme  centre,  avec  SM  pour 
rayon,  sur  la  perpendiculaire  à  Sa  abaissée  de  la  projection  m  du  point  de 
l'espace,  et  sur  la  circonférence  décrite  du  point  N  comme  centre,  avec  Nm' pour 
rayon.  Nous  avons  donc  une  vérification. 

La  droite  MN  peut  être  considérée  comme  une  ligne  de  terre;  Em'  est  alors  la 
trace  verticale  du  plan  de  la  seconde  face. 

Les  trois  angles  plans  sont  maintenant  connus;  on  achèvera  la  solution  du 
problème  comme  il  est  dit  aux  articles  71  et  75.  11  n'y  a  pas  de  cas  d'impos- 
sibilité. 

Troisicme  cas. 

77.  Connaissant  deux  faces  a  et  ^  d'un  angle  trièdre,  et  l'angle  A  oppose  à 
lune  d'elles,  trouver  la  troisième  face  y  et  les  deux  autres  angles  dièdres  B  et  (1. 

Par  un  point  S  {fig.  ;j9)  nous  traçons  trois  droites  Sh,  Se  et  Sa,  qui  com- 
prennent entre  elles  les  angles  plans  donnés  a  et  [3.  Nous  menons  ensuite  une 
droite  xYl  perpendiculaire  à  Sa,  et  nous  la  considérons  comme  la  trace  d'un 
plan  vertical  que  nous  rabattons;  son  intersection  avec  la  troisième  face  est 
alors  la  droite  Kj  qui  fait  avec  Kx  l'angle  donné  A. 

Toutes  les  données  sont  maintenant  sur  la  figure. 

D'un  point  M  de  S^  abaissons  une  perpendiculaire  iMN  sur  Se  :  si  nous  conce- 
vons que  la  face  iSe  soit  ramenée  dans  sa  véritable  position  par  une  rotation 
autour  de  Se,  les  points  M,  E  et  N  seront  les  sommets  d'un  (riangio  dont  deux 
côtés  EN  et  EM  sont  connus;  le  troisième  côté,  considéré  comme  une  droite 
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indéfinie,  a  un  do  ses  points  projetés  en  r,  car  le  plan  du  triangle  est  vertieal. 

En  élevant  la  perpendiculaire  r/',  àrK,  nous  déterminons  sur  Kvlo  point/,  du 
plan  de  la  troisième  lace  qui  se  projette  en  r;  la  grandeur  de  la  projetante  est 
donc  rr^.  Si,  par  une  rotation  autour  de  EN,  nous  rabattons  sur  le  plan  hori- 
zontal le  triangle  dont  nous  avons  parlé,  le  point  qui  se  projette  en  r  se  placera 
en  r  à  une  distance  de  EN  égale  à  rr, .  La  droite  dont  un  segment  forme  le  troi- 
sième côté  du  triangle  est  ainsi  Nr'. 

En  décrivant  un  arc  de  cercle  du  point  E  comme  centre  et  avec  EM  pour 
rayon,  on  détermine  sur  Nr' les  points  m',  et /n'^,  qui  peuvent  être  inditTéremment 
adoptés  comme  sommet  du  triangle  ou  rabattement  du  point  IM  de  l'espace. 

Nous  connaissons  les  distances  de  ces  points  au  point  N  et  leur  éloignement 
du  point  S,  qui  est  MS;  nous  pouvons  donc  déterminer  par  des  arcs  de  cercle 
leurs  positions  M,  et  Mo  quand  la  troisième  face  est  rabattue  sur  le  plan  horizon- 
tal. On  pourrait  aussi  déterminer  les  projections  m^  et  m.^  sur  EN,  et  abaisser  de 
ces  points  des  perpendiculaires  sur  Sa. 

Les  droites  Kr  et  Nr'  sont  les  traces  du  plan  de  la  troisième  face  sur  les  plans 
verticaux,  dont  les  lignes  de  terre  sont  Kx  et  Ne.  La  construction  pour  déter- 
miner Nr'  revient  à  celle  que  nous  avons  exposée  pour  le  changement  du  plan 
vertical  de  projection  (art.  59). 

Pour  avoir  les  grandeurs  de  l'angle  C,  il  suffira  de  joindre  les  points  m\  et 
m.,  au  point  E.  L'angle  B  sera  donné  par  la  construction  expliquée  à 
l'article  75. 

78.  On  obtient  autant  de  solutions  que  le  demi-cercle  Mn  a  de  points  com- 
muns avec  la  droite  indéfinie  Nr'.  Un  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec 
l'autre  moitié  du  cercle  correspondrait  à  un  angle  trièdre  dans  lequel  l'angle 
dièdre  le  long  de  Sa  serait  supplémentaire  de  A. 

D'après  cette  règle,  et  pourvu  qu'on  ait  soin  de  faire  toujours  les  rabattements 
dans  le  même  sens,  par  rapport  au  sommet  S,  que  sur  \a  ftg.  Sq,  on  reconnaîtra 
facilement  s'il  y  a  une  ou  deux  solutions,  ou  si  l'angle  trièdre  est  impossible. 

Sur  \^fig.  Sç)  bis,  on  ne  trouve  qu'une  solution.  Le  point  rabattu  en  /•'  et  en 
r\  est  au-dessous  du  plan  horizontal. 

Nous  donnerons  plus  loin  (art.  lôî))  une  solution  différente  et  plus  simple 
du  problème  de  l'angle  trièdre  dans  le  troisième  cas. 

Quatrième  cas. 

79.  Connaissant  une  face  [3  d'un  angle  trièdre  et  les  deux  angles  dièdres  adja- 
cents A  et  C,  trouver  les  deux  faces  a.  et  ^  et  le  troisième  angle  dièdre^. 

Après  avoir  tracé  deux  droites  Se  et  Sa  {fig-  6o)  comprenant  entre  elles 
l'angle  donné  [3,  nous  pr'enons  deux  plans  verticaux  respeelivemenf  perpendicu- 
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laiies  à  ces  deux  droites;  leurs  traces,  que  nous  considérons  comme  des  ligues 
de  terre,  sont  PE  et  QD.  Nous  plaçons  ensuite  sous  les  inclinaisons  voulues  les 
traces  E/n'  et  Dm\  des  plans  des  faces  inconnues  sur  les  plans  verticaux  qui 
leur  correspondent.  Toutes  les  données  sont  maintenant  sur  la  figure. 

Nous  coupons  les  deux  faces  par  un  plan  horizontal  dont  les  traces  verticales 
sont  les  droites  xy  et  x^y,,  respectivement  parallèles  aux  lignes  de  terre  et 
situées  au-dessus  d'elles  à  une  même  hauteur,  d'ailleurs  arhitraire.  Les  droites 
d'intersection  se  projettent  sur  le  plan  horizontal  suivant  des  lignes  respective- 
ment parallèles  à  Se  et  Sa;  leur  point  de  rencontre  m  appartient  à  la  troisième 
arête,  dont  la  projection  est  par  conséquent  S/;?. 

Il  est  maintenant  facile  de  voir  que,  si  nous  rabattons  les  faces  sur  le  plan 
horizontal  en  les  f;usant  tourner,  l'une  autour  de  Se,  l'autre  autour  de  Sa,  le 
pointez  de  l'espace  sera  transporté  d'un  côté  en  M  et  de  l'autre  côté  en  31,,  et 
que,  par  suite,  les  angles  plans  cherchés  sont  />Sc  et  è,Srt. 

Le  problème  a  toujours  une  solution. 

Résolutioîi  des  trois  derniers  cas  par  l'dngle  trièdre  supplémentaire. 

80.  Nous  montrerons  plus  loin  (art.  1Ô7  et  140)  comment  on  résout  direc- 
tement le  cinquième  et  le  sixième  cas  de  l'angle  trièdre,  mais  nous  ferons  con- 
naître dès  à  présent  une  méthode  qui  peut  servir  à  ramener  les  trois  derniers  cas 
aux  trois  premiers,  et  réciproquement. 

Concevons  que,  d'un  points  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle  trièdre  S  (y?g-.  63), 
on  abaisse  des  droites  sa,  sb  et  se  respectivement  perpendiculaires  sur  les  faces 
BSC,  CSA  et  ASB  de  l'angle,  et  qu'on  prenne  ces  droites  pour  les  arêtes  d'un 
second  angle  trièdre  dont  les  faces  seront  prolongées  jusqu'à  leur  intersection 
avec  celles  du  premier. 

Le  plan  csbV,  contenant  les  droites  sb  et  se  respectivement  perpendiculaires 
aux  faces  ASC  et  ASB,  est  perpendiculaire  à  leur  intersection  AS.  L'angle  plan 
cVb  mesure  donc  l'angle  dièdre  dont  l'arête  est  AS,  et  comme  les  angles  6  et  c 
du  quadrilatère  Vbsc  sont  droits,  on  voit  qu'un  angle  plan  du  deuxième  angle 
trièdre  s  est  supplémentaire  de  l'angle  dièdre  correspondant  du  premier  S. 

Nous  avons  vu  que  l'arête  SA  était  perpendiculaire  au  plan  Vbsc.  Toutes  les 
arêtes  de  l'angle  trièdre  S  sont  ainsi  respectivement  perpendiculaires  aux  faces 
de  l'angle  trièdre  s,  et  par  suite  les  angles  plans  de  S  sont  supplémentaires  des 
angles  dièdres  de  5.  Ces  deux  angles  trii'dres  sont  dits  supplémentaires  l'un  de 
l'autre. 

Si  l'on  connaît  les  trois  dièdres  d'un  angle  trièdre,  eu  prenant  leurs  supplé- 
ments  on  aura  les  angles  plans  de  l'angle   trii'dn'  supplémentaire,   (pie   l'on 
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résoudra  par  les  coiislriiclions  des  articles  71  et  73.  On  aura  alors  les  supplé- 
ments des  angles  plans  de  l'angle  dièdre  donné. 

On  pourrait  par  le  même  procédé  ramener  au  troisième  cas  celui  où  l'on  donne 
un  angle  plan,  l'angle  dièdre  opposé  et  l'un  des  deux  autres,  et  le  quatrième  au 
second;  mais  il  est  généralement  préférable  de  traiter  directement  ces  divers 
problèmes. 

O  hs('r\  'a  tions  gênera  les . 

81.  Les  constructions  exposées  dans  les  articles  [)récédents  éprouvent  des 
modifications  et  deviennent  généralement  plus  simples  quand  un  des  angles  est 
droit.  Cette  hypothèse  conduit  à  des  exercices  intéressants  dont  plusieurs  ont 
des  applications  en  Stéréotomie. 

On  rencontre  dans  diverses  questions  l'angle  dièdre  birectangle  et  l'angle 
ti'ièdre  trirectangle.  Le  premier  a  quatre  angles  droits  a,  [3,  A,  B,  et  les  deux 
autres  angles  y,  C  sont  égaux.  Dans  l'angle  trièdre  trirectangle  les  six  angles 
sont  droits.  Nous  allons  résoudre  quelques  problèmes  importants  sur  cet  angle 
trièdre. 

Angle  trit'dre  trirectangle. 

82.  Connaissant  les  projections  des  trois  arêtes  d'un  angle  trièdre  trirectangle, 
trouver  les  angles  que  ces  droites  forment  ai'ec  le  plan  de  la  figure. 

Nous  supposons  que  les  droites  'èx,  Sv  et  S-  {fig-  64)  sont  les  projections 
des  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  sur  un  [)lan,  que  nous  considérons  comme 
horizontal. 

La  hauteur  du  plan  de  projection  étant  arbitraiie,  nous  pouvons  prendre  un 
■point  quelconque  C  de  la  droite  S=  pour  trace  de  l'arête  projetée  sur  cette  ligne. 
Les  traces  des  plans  =S>r  et  cSv  sont  alors  les  droites  CA  et  CB  respectivement 
perpendiculaires  à  Sj  et  à  S^r  (art.  40).  La  trace  AB  de  la  troisième  face  doit  se 
trouver  perpendiculaire  à  Sxr. 

Nous  prenons  un  plan  vertical  dont  la  ligne  de  terre  XY  est  parallèle  à  d?>z. 
La  projection  de  l'arête  SC  passera  par  C,  et  la  trace  du  plan  opposé  par  d'  ;  ces 
deux  droites  sont  d'ailleurs  à  angle  droit,  et  par  suite  la  projection  S'  du  som- 
met est  sur  le  demi-cercle  qui  a  CV/'  pour  diamètre.  L'angle  *C'S'  donne  l'incli- 
naison de  l'arête  S^;  on  obtient  les  inclinaisons  des  autres  arêtes  en  faisant 
tourner  leurs  plans  projetants  autour  de  la  verticale  du  point  S,  jusqu'à  les 
rendre  parallèles  au  plan  vertical. 

85.  On  ne  trouvera  une  solution  que  quand  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  S  sur  XY  rencontrera  le  demi-cercle;  mais  on  doit  se  demander  si,  cette 
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condition  étant  satisfaite,  le  trièdre  (|iie  l'on  obtiendra  sera  nécessairement  tii- 
rectangie. 

Reprenons  les  constructions  Nous  menons  d'un  point  (i  de  S;  deux  droites  CA 
et  CB  respec-tivement  perpendiculaires  à  Sj  et  Sx,  et  nous  tra(,'ons  AB;  cette 
droite  sera  toujours  perpendiculaire  à  S;,  parce  que  les  trois  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  d'un  triangle  sur  les  côtés  opposés  se  rencontrent  en  un 
même  point.  Nous  sommes  ainsi  assuré  que  la  ligne  AB  se  projette  verticalement 
en  un  point  d',  et  nous  pouvons  déterminer  une  hauteur  .yS'  du  sommet,  pour 
laquelle  l'arête  S:;  est  perpendiculaire  à  la  face  xSy,  et  par  conséquent  aux  deux 
arêtes  S^-  et  Sj;  mais  chacune  de  celles-ci  est  déjà  perpendiculaire  h  la  trace 
horizontale  de  la  face  qui  lui  est  opposée  (art.  46);  elle  est  donc  perpendiculaire 
à  cette  face,  et  le  trièdre  déterminé  est  trirectangle. 

Pour  que  la  verticale  sS'  rencontre  le  demi-cercle,  il  faut  que  chacun  des 
angles  ASB,  BSC  et  CSA  soit  compris  entre  90°  et  180°.  Il  est  facile  de  voir,  en 
effet,  que  si  l'on  fait  tourner  la  droite  Sx,  de  manière  qu'elle  fasse  un  angle  aigu 
avec  Sy  ou  avec  Ss,  les  points  rfet  C  se  trouveront  d'un  même  coté  de  S  ('). 

Quand  deux  des  droites  données  Sx  et  Sy  sont  à  angle  droit,  la  troisième  S; 
doit  être  confondue  avec  l'une  d'elles  ou  être  sur  son  prolongement,  et  le  pro- 
blème est  indéterminé. 

84.  En  modifiant  l'ordre  dans  lequel  les  différentes  lignes  de  hjïg.  64  sont 
tracées,  on  y  trouvera  la  solution  des  problèmes  qui  consistent  à  obtenir  la  pro- 
jection d'un  trièdre  trirectangle  quand  on  connaît  la  projection  Ss  d'une  arête, 
son  inclinaison  et  l'inclinaison  d'une  autre  arête,  ou  bien  les  projections  S:;  et  Sj' 
de  deux  arêtes,  et  l'inclinaison  de  l'une  d'elles. 

Dans  la  première  de  ces  questions,  on  ne  peut  pas  se  donner  arbitrairement 
les  inclinaisons  de  deux  arêtes.  Lu  fig.  64  montre  que  l'on  a 


d'où  successivement 
et  enfin 


SB>Sr/; 

jb,  >*r/',      «/'S'>5b;s', 

5B',  S'  +  .v(7S'  <  90". 


La  somme  des  angles  que  deux  quelconques  des  arêtes  forment  avec  le  plan 
de  la  figure  est  donc  toujours  inférieure  à  un  angle  droit. 


(')  Si  deux  droites  qui  se  rencontrent , à  angle  droit  dans  l'espace  percent  le  plan  horizontal,  l'une 
en  A  et  l'autre  en  B,  l'angle  ASB  de  leurs  projections  est  nécessairement  obtus  ;  il  serait  droit  si  les 
droites  étaient  dans  le  jilan  do  projection,  ou  si  l'une  d'elles  était  horizontale,  mais  il  ne  peut  pas  être 
aigu.  Les  deux  angles  BSC  et  CSA  supplémentaires  à  36o"  doivent  être  obtus  par  la  môme  raison 
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L'INTERSECTION  DE  DEUX  POLYÈDRES  ENTRE  EUX 


xAI.  Ernest  LEBON. 

Aerêgè  de  lUniTersilc,  Professeur  de  Mathématiques  au  Lycée  Cbarlema^n 


Méthode    générale. 

1.  Pour  liouvfi-  l'intersection  de  deux  polyèdres  entre  eux,  on  cherche 
les  droites  d'intersection  des  faces  entre  elles;  chaque  portion  de  ces  droites, 
commune  à  une  face  du  premier  polyèdre  et  à  une  face  du  second,  forme  un 
côté  du  polygone  d'intersection;  ce  polygone  est  généralement  gauche.  Il  suffit 
de  trouver  les  points  d'intersection  des  arêtes  de  chacun  des  polyèdres  avec  les 
faces  de  l'autre  pour  obtenir  les  deux  points  extrêmes  des  côtés  de  l'inter- 
section. 

2.  11  y  a  pènétraiion  quand  toutes  les  arêtes  de  l'un  des  polyèdres  ren- 
contrent la  surface  de  l'autre;  il  y  a  arrachement  dans  le  cas  contraire.  Dans  le 
cas  de  la  pénétration  de  deux  polyèdres  convexes,  l'intersection  est  formée  de 
deux  polygones,  l'un  d'entrée,  l'autre  de  sortie:  dans  le  cas  de  l'arrachement, 
il  n'y  a  qu'un  polygone. 


(')  Celte  Note  est  extraite  du  Traité  de  Géométrie  descriptive  par  M.  Ernest  Lebon. 
Nous  remercions  les  Éditeurs  de  cet  Ouvrage,  MM.  Dehl\i\  frères,  d'avoir  rais  leurs  clichés  à 
notre  disposition. 

G.-V.  et  F. 
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Piùsincs  et  pyr(n}ii(lcs. 

5.  Quand  il  s'agit  de  prismes  et  de  pyramides  dont  on  connaît  les  hases 
sur  un  des  plans  de  projection,  le  plan  horizontal,  par  exemple,  voici  comment 
on  détermine  à  l'avance  s'il  y  a  pénétration  ou  arrachement,  et  comment  on 
ohtient  les  sommets  de  l'intersection. 

Pour  deux  prismes  {/ig.  i),  on  fait  passer  par  un  point  o,  o'  deux  droites 
om,  o'b'  et  on,  o'd'  parallèles  à  leurs  arêtes,  et  on  construit  la  trace  horizon- 
tale mn  du  plan  ainsi  déterminé.  Tout  plan  sécant  auxiliaire  parallèle  à  ce  |)Ian 
coupe  les  faces  des  prismes  selon  des  génératrices  de  ces  deux  surfaces.  Puis, 


Fig.  .. 
a?    ■//  \cf     [ft  \b'  I  I  'n-.---    ;  ; 

-"   y   X.  /       ~\. 
/     y'  \ 


pai'  les  sommets  extrêmes  de  chaque  hase,  ou  mène  des  parallèles  à  mn  :  ces 
droites  sont  les  traces  (1(>  plans  sécants  auxiliaires  limites.  Si  l'on  trouvt^  que 
l'une  des  hases  def  est  comprise  entre  les  parallèles  partant  des  sommets  de 
l'autre  hase  abc,  c'est  qu'il  y  a  pénétration  du  pr'isme  de  base  DEF  dans  le 
prisme  de  base  Ai5(';  mais,  si  le  second  prisme  avait  pour  hase  P,,  il  y  aurait 
arrachement.  Pour  ohtcMiir  les  projections  d'un  point  de  l'intersection  des 
prismes,  on  mène  par  la  trace  ^/ d'une  arête  du  prisme  DET  une  parallèle  di^j^ 
à  mn;  c'est  la  trace  horizontale  d'un   plan  auxiliaire  coupant  deux  faces  du 
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prisme  ABC  suivant  les  génératricos  /, /,  '[i;  j\j\jj  ;  'es  points  d'entrée  et  de 
sortie  de  l'arête  considérée  dcl,,  d' d\  du  prisme  DEF  dans  le  prisme  ABC  se  pro- 
jettent aux  points  i,  i'  ctj,/,  où  les  génératrices  rencontrent  l'arête. 

Pour  un  prisme  et  une  pyramide  {fig.  2),  on  mène  par  le  sommet  S  de  la 
pyramide  SDEF  une  parallèle  sh,  s' h'  aux  arêtes  du  prisme  de  base  ABC.  Tout 
plan  sécant  auxiliaire  passant  par  cette  parallèle  coupe  les  faces  du  prisme  selon 
des  parallèles  à  ses  arêtes,  et  les  faces  de  la  pyramide  selon  des  droites  passant 


/ 


-± 


\ 


^■^i: 


'f/î  *  '  *i  '^',      :     1^'  • 


y      Y 


7T 


■^:î;^':>:^   :\/     \ 


-^/^ 


;    /*\ 


<:i-l 


^^^^^^ 


y 


par  son  sommet.  Les  droites  partant  de  sa  trace  horizontale  h  et  aboutissant  aux 
sommets  extrêmes  de  chacune  des  bases  sont  les  traces  horizontales  de  plans 
sécants  auxiliaires  limites.  Ici  il  y  a  pénétration.  Si  la  base  de  la  pyramide 
était  P,,  il  y  aurait  arrachement.  Pour  obtenir  les  projections  d'un  point  de 
l'intersection  des  deux  surfaces,  on  mène  par  la  trace/d'une  arête  de  la  pyra- 
mide S  une  droite  hf  :  c'est  la  trace  horizontale  d'un  plan  sécant  auxiliaire 
coupant  deux  faces  du  prisme  de  base  ABC  suivant  des  génératrices:  on  a  ainsi 
les  points  i,  i'  etj,j'  sur  l'arête  s/,  s  f  de  la  pyramide. 
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Pour  deux  pyramides  {fig.  3),  on  mène  la  ilroite  st,  s'i',  (\m  joint  leurs 
sommets,  et  on  détermine  sa  trace  horizontale  h.  Les  plans  sécants  auxiliaires 
passent  par  cette  droite.  Les  traces  hb  et  /te  des  plans  sécants  auxiliaires  limites 
comprenant  la  base  de/,  il  y  a  ici  pénétration.  Un  plan  auxiliaire  de  trace  hori- 
zontale /(/donne  les  deux  points  i,  i'  elj,  /'  sur  l'arête  //,  i'f. 

4.  Si  le  plan  des  bases  des  prismes  et  pyramides  est  quelconque,  on  opère 
relativement  à  ce  plan  comme  nous  venons  de  le  faire  |)ai'  rapport  au  plan  hori 


s' 


X  a^i 


"Tri^TTiTnn^ 


: i „JA/ 


yJi 


-•^. 


zontal.  Si  les  bases  des  prismes  et  pyramides  sont  données  dans  deux  plans 
différents,  on  détermine  les  droites  d'intersection  avec  ces  plans  du  plan  paral- 
lèle aux  arêtes  des  prismes,  ou  les  points  d'intersection  avec  ces  plans  soit  de  la 
parallèle  aux  arêtes  du  prisme  menée  par  le  sommet  de  la  pyramide,  soit  de  la 
droite  passant  par  les  sommets  des  pyramides.  Ensuite  on  cherche  les  droites 
d'intersection  des  plans  sécants  auxiliaires  et  des  plans  donnés  :  il  suffit  de 
mener  dans  l'un  des  plans  des  bases  l'une  de  ces  droites  auxiliaires;  elle  coupe 
l'intersection  des  plans  des  bases  en  un  point  où  passe  la  droite  auxiliaire  cor- 
respondante. Les  consti'iHiions  sont  simples  quand  les  bases  soni  données  dans 
les  plans  de  projection. 
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5.    Trouver  l'intersection  d'un  prisme  et  d'une  pyramide. 

Soient    lo    prisme   abca,b,c,,  ab'cà^b\c^  (fi^.    4)  et   la   pyramide  sdefg, 
^'d'ef  g  .  On  mène  par  le  sommet  s,  s'  la  parallèle  sh,  s  h'  aux  arêtes  du  prisme; 


sa  trace  horizontale  est  /;.  Les  traces  lib  et  A^' des  plans  sécants  limites  ne  coupant 
pas  les  bases  defg  et  abc,  il  y  a  arrachement.  On  cherche  les  points  d'intersection 
des  arêtes  de  chacun  des  polyèdres  avec  les  faces  de  l'autre;  leurs  projections 
horizontales  sont  i,  j,  X",  /.  m,  ii,  o.p,  c/,  /•. 
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Pour  joindre  convenablement  par  des  droites  les  points  obtenus,  on  cbercbe 
l'ordre  des  points  d'intersection  par  le  procédé  suivant,  appelé  procédé  des 
moliiles. 

On  sup|)ose  (|u'un  mobile  i^parcourl  le  |)olygone  d'intersection  du  prisme  et 


î5fe«ftKi--:---'--'— 


de  la  pyramide,  et  que  deux  mobiles  rj.,  et  u..,  parcourent  les  contours  de  leurs 
bases,  ou  leurs  directrices.  Les  mobiles  [j.,  et  \j..,  sont  les  projections  de  jx,  le 
mode  de  projection  étant  :  pour  a,  oblique  et  paralli'le  aux  arêtes  du  prisme; 
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pour  [/..,  central  et  ayant  pour  centre  le  sommet  de  la  pyramide  (').  Les  positions 
successives  du  mobile  [a  sont  les  points  d'intersection  des  génératrices  des  deux 
surfaces  passant  par  les  positions  des  mobiles  [jl,  et  p.^,  lorsque  ceux-ci  par- 
courent les  directrices  de  manière  à  se  trouver  en  même  temps  dans  un  plan 
sécant  auxiliaire. 

Quand  le  mobile  ix,  est  en  8  et  que  le  mobile  a^  est  en  e,  le  mobile  a  est  en  p. 

Le  mobile  [t..,  peut  parcourir  la  directrice  de  la  pyramide  dans  un  sens  quel- 
conque, par  exemple,  dans  le  sens  edt  ;  mais  le  mobile  p.,  ne  peut  parcourir  la 
directrice  du  prisme  que  dans  le  sens  Sac]. 

Quand  tx,  est  en  6,  [i..-,  est  en  rf  et  ix  est  en  n  : 

—  a,        —        1  —         '. 

Comme  il  n'y  a  pas  de  points  de  l'intersection  sur  la  portion  de  la  pyramide 
qui  correspond  à  la  ligne  brisée  1^2,  le  mobile  a.  parcourt  la  directrice  de  la 
pyramide  dans  le  sens  ide/2,  contraire  au  précédent;  le  mobile  a,  continue  à 
parcourir  la  directrice  du  prisme  dans  le  sens  Sac-j. 

Quand  ij.,  est  en  5,  p.,  est  en  d  et  u.  est  en  m  ; 

—  p,     '   -        3         -  /!•; 

—  7,         —         s  —  (>. 

A  présentie  mobile  a,  est  obligé  de  parcourir  la  directrice  du  prisme  dans  le 
sens  'jcaS,  et  le  mobile  a.,  continue  à  parcourii'  la  directrice  de  la  pyramide  dans 
le  sens  de  ide/i. 

Quand  p,  est  en  c,  u..,  est  en  4  et  ;j.  est  en  /; 

—  9'        -       /         -  ?' 

—  a,        —        2  "  /. 

Maintenant  le  mo!)ile  u..  est  obligé  de  parcourir  la  directrice  de  la  pyramide 
dans  le  sens  ifed\,  et  le  mobile  a,  continue  à  parcourir  la  directrice  du  prisme 
dans  le  sens  7^08. 

Quand  tx,  est  en  10,  p.,  est  en  /et  u.  est  en  /•; 
—  8,  '      -        e         -         p. 

Le  mobile  \x,  qui  a  toujours  parcouru  l'intersection  dans  le  même  sens,  est 
revenu  en  son  point  de  départ/>;  donc  les  projections  du  polygone  d'intersection, 

qui  est  fermé,  sont 

p  II  im  k  o  l  q  j  ip, 
p'  n'  i  m' k'  o'  l' q'f  r  p' . 

G.  Sur  la //i,--.  '\,  la  distinction  des  parties  vues  et  des  parties  cacbéesest  faite  en 
supposant  que  les  Surfaces  opaques  des  deux  polyèdres  existent  à  la  fois.  Alors 

(')  Dans  cet  article,  nous  désignons,  pour  abréger,  les  points  et  les  lignes  par  les  lettres  de  leurs 
projections  horizontales. 
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une  projection  du  point  d'intersection  d'une  arête  et  d'une  face  est  vue  quand 
les  projections  de  même  nom  de  celles-ci  sont  vues.  Ainsi,  sur  le  plan  horizontal, 
le  point  o  est  vu,  car  il  appartient  à  une  arête  se  et  à  une  face  hrcj),  vues;  le 
point  q  est  caché,  car  il  appartient  à  une  face  cachée  acc^a, .  L'arête  sfest  vue  du 


point/  au  point  /,  où  elle  rencontre  ct,  ;  puis  cachée  de  t  en  /•.  /y  etanl  sous  le 
prisme,  et  qra  l'intérieur  de  ce  polyèdre;  et  enfin  elle  est  vue  de  r  on  s. 

7.  Sur  \a  Jig.  5,  nous  avons  supposé  que  le  prisme  est  enlevé,  et  repré- 
senté le  corps  opaque  ou  le  solide  restant  de  la  pyramide  après  avoir  enlevé  le 
prisme.  Les  lignes  vues  précédemment  restent  vues;  le  prisme  a  creusé  dans  la 
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pyramide  un  trou,  dont  la  surface  est  une  partie  de  celle  du  prisme;  un  côté  tel 
que  Iq  est  vu,  car  il  joint  deux  points  vus  le.\.q  de  la  pyramide;  la  droite  kl,  pro- 
jection horizontale  d'une  arête  cachée  de  la  surface  prismatique  du  trou,  est 
cachée  (').  On  reconnaît  qu'une  projection  d'un  point  est  vue  quand  le  rayon 
visuel  que  l'observateur,  situé  à  l'infini,  dirige  selon  la  projetante  correspon- 
dante du  point  considéré  n'a  pas  coupé  la  surface  du  polyèdre  conservé  avant 
de  passer  par  ce  point. 

Polyèdres  quelconques  placés  iruiie  manière  quelco?iquc . 

8.  Quand  les  deux  polyèdres  qui  se  coupent  sont  quelconques  et  ont  une 
position  quelconque,  on  obtient  les  sommets  du  polygone  de  leur  intersection 
au  moyen  des  plans  projetant  les  arêtes. 

Considérons  deux  surfaces  polyédriques  P  et  Q  {Jig.  6  ).  L'une  P  est  formée 


de  deux  faces  A  et  B,  comprises  entre  les  arêtes  a,  [3  et  y,  adjacentes  selon 
l'arête  ^;  l'autre  Q  est  formé  de  deux  faces  M  et  N,  comprises  entre  les  arêtes 
X,  u.  et  V,  adjacentes  selon  l'arête  ix.  Supposons  que  a  rencontre  M  au  point  D, 
que  [3  rencontre  N  au  point  E,  que  y  rencontre  M  au  point  F,  que  ij.  rencontre 
A  au  point  G  et  B  au  point  H,  et  que  D,  E,  F,  G,  H  sont  les  seuls  points  d'inter- 
section des  arêtes  et  des  faces  de  P  et  de  Q.  En  partant  du  point  D,  on  voit  que 
la  droite  DG  est  un  côté  de  l'intersection  appartenant  aux  faces  A  et  M;  que  la 
droite  GE  est  le  second  côté  appartenant  à  la  même  face  A  de  P  et  à  la  face 
suivante  N  de  Q  ;  que  la  droite  EH  est  le  troisième  côté  appartenant  à  la  même 
face  N  de  Q  et  à  la  face  suivante  B  de  P,  et  que  la  droite  HF  est  le  quatrième 
côté  appartenant  à  la  même  face  B  de  P  et  à  la  face  suivante  31  de  Q.  La  ligne 
d'intersection  cherchée  est  DGEHF. 

(')  Les  portions  d'arêtes  supprimées  sont  dessinées  en  traits   mixtes   quand  leur  longueur  est 
suffisante. 
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On  peut  aussi  opérer  autrement.  On  détermine  d'abord  les  points  d'intersec- 
tion D,  E,  F  des  arêtes  de  P  avec  les  faces  de  Q.  On  considère  ensuite  les  deux 
points  D  et  E  appartenant  à  deux  arêtes  consécutives  a  et  j3  de  P.  Si  ces  points 
étaient  situés  sur  une  même  face  de  Q,  la  droite  DE  serait  un  côté  de  l'intersec- 
lion.  Si,  comme  cela  a  lieu  ici,  les  points  D  et  E  sont  situés  sur  deux  faces  con- 
sécutives M  et  N  de  Q,  il  faut  déterminer  l'intersection  G  de  leur  arête  coin- 
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mune  a  avec  la  face  A  de  P  comprise  entre  les  arêtes  a  et  ^;  les  côtés  de  l'inter- 
section sont  les  droites  DG  et  GE.  De  même,  les  points  E  et  F  étant  situés  sur 
deux  faces  consécutives  de  Q,  on  cherche  le  point  d'intersection  H  de  leur  arête 
commune  [x  avec  la  face  B  de  P  comprise  entre  [B  et  y;  les  côtés  suivants  de 
l'intersection  sont  EH  et  HF. 

Exemple. 

î).  Trouver  i inlerseclion  d' un  parallélépipède  et  d'une  pyramide  ayant  chacun 
une  position  quelconque  dans  l'espace. 

Nous  définissons  le  parallélépipède  en  donnant  les  projections  des  arêtes 
AB-,  AC,  AD  (^^.  7),  et  nous  considérons  une  surface  pyramidale  triangulaire 
indéfinie  SIJK,  dont  les  arêtes  latérales  sont  SI,  SJ  et  SK.  Nous  déterminons 
d'abord  les  points  d'intersection  /,  /';  m,  m' ;  n,  n' ;  o,  o' ;  p,  p'  ;  q,  q'  des  faces  du 
parallélépipède  par  les  trois  arêtes  latérales  de  la  pyramide,  en  employant  les 
plans  qui  les  projettent  horizontalement;  puis  nous  remarquons  que  les  points 
/'  et  n'  des  arêtes  s'i'  et  s'j'  (')  sont  situés  dans  deux  faces  c'e' g"/'  et  c'e'd'a' 
du  parallélépipède  adjacentes  selon  c'e';  il  faut  donc  déterminer  l'intersection  r' 
de  l'arête  c'e'  et  de  la  face  i's'f  :  nous  avons  ainsi  les  côtés  l'r'  et  r'n'  de  l'inter- 
section. La  droite  n'p'  est  un  côté  dans  la  même  face  c'e'd'a'  du  parallélépipède 
et  dans  la  face  suivante/.?'//  de  la  pyramide.  Les  points  p'  et  /'  sont  situés  dans 
la  face  l's  k'  de  la  pyramide  et  dans  les  deux  faces  c'e'd'a'  et  c'e' g'/'  du  parallé- 

Ci)  Pour  abréger,  nous  désignons  les  points,  los  arêtes  et  les  faces  par  les  lettres  de  leurs  projec- 
tions verticales. 
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lépipède  adjacentes  selon  c' c  ;  il  laul  donc  trouver  l'interseclioii  l'  de  l'arête  ce' 
et  de  la  face  i's'k'  :  nous  avons  ainsi  les  côtés  p' i'  et  /'/'  de  l'intersection.  Le 
polygone  fermé  l'f  ii' p'i'l  est  la  projection  verticale  du  polygone  d'entrée  de  la 
pyramide  dans  le  parallélépipède.  Des  explications  analogues  aux  précédentes 


font  trouver  la  projection  verticale  du  polygone  de  sortie  in  a  o' q\'' m' .  On 
obtient  aisément  les  projections  horizontales  de  ces  deux  polygones.  Il  y  a  péné- 
tration. La  représentation  est  faite  en  supposant  que  la  pyramide  est  enlevée, 
et  que  le  parallélépipède  est  un  polyèdre  plein.  Nous  avons  déjà  expliqué  corn- 
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ment  on  reconnaît  les  parties  vues  et  les  parties  cachées  de  chaque  projection. 

10.   Nous  avons  dessiné  à  part  (fig.  8)    les   projections  du    corps  opaque 

ou  du  solide  commun  aux  deux  polyèdres;  il  sulfit,  pour  les  obtenir  sur  la  même 

épure,  de  prendre  sur  des  parallèles  à  XY  {fig.  7)  des  longueurs  égales  //, 


/'/  ;  mm,  m' m' ,  etc.  Les  arêtes  du  solide  commun  sont  des  portions  d'arêtes 
des  deux  polyèdres  et  les  droites  d'intersection  de  leurs  faces;  les  faces  de  ce 
solide  sont  des  portions  de  faces  des  deux  polyèdres.  Les  contours  des  projections 
du  solide  commun  sont  vus;  on  sait  comment  on  reconnaît  qu'une  projection 
d'un  point  est  vue. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

COURBES  PL\NES  ET  SURFACES  COUBBES. 


Courbes  planes. 

85.  Une  ligne  est  le  lieu  des  positions  d'un  point  mobile  ;  elle  est  plane  quand 
le  point  se  meut  dans  un  plan  fixe.  Nous  ne  nous  occuperons  dans  ce  Chapitre 
que  des  lignes  planes. 

En  général,  quand  la  loi  du  mouvement  ne  change  pas,  la  ligne  ne  présente  ni 
angle  ni  point  d'arrêt  (');  elle  se  développe  indéfiniment  comme  une  droite,  ou 
se  replie  sur  elle-même  comme  un  cercle. 

86.  Considérons  (fig.  65)  une  droite  MN  qui  coupe  une  ligne  courbe  en  deux 
points,  et  faisons-la  tourner  autour  de  l'un  d'eux  M;  le  second  point  de  section N 

prendra  successivement  les  positions /?,  n^,  n,,  n^ On  conçoit  qu'il  y  aura  un 

moment  où  le  point  N  sera  confondu  avec  M  ;  la  droite  dans  cette  position  unique 
est  dite  tangente;  elle  n'a  qu'un  point  de  commun  avec  la  partie  considérée  de 
la  courbe. 

Deux  courbes  sont  dites  tangentes  en  un  point  quand  elles  ont  la  même  tan- 
gente en  ce  point.- 

87.  En  général,  les  tangentes  en  deux  points  voisins  A  et  B  sont  d'un  même 
côté  de  la  courbe  qui  est  celui  de  la  comexité;  cependant  il  peut  arriver  qu'elles 
soient  de  côtés  différents,  comme  cela  a  lieu  sur  \Afig.  66.  Dans  ce  cas,  il  y  a 
entre  A  et  B  un  point  A'injlexion  M  où  la  tangente  est  en  partie  d'un  côté  et  en 
partie  de  l'autre. 


(')  Quelques  courbes  exceptionnelles  ne  sont  pas  soumises  à  cette  règle;  ainsi  la  perspective  de  la 
logarithmique  a  deux  points  d'arrêt  à  distance  finie,  et  la  logarithmique  elle-même  en  a  deux  à  distance 
infinie.  Mais  nous  ne  devons  pas  nous  occuper  de  ces  singularités,  qui  n'ont  aucune  importance  pour 
les  questions  que  nous  avons  à  examiner. 
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Si  l'on  suppose  que  la  droite  Uh  se  transporte  en  restant  toujours  tangente  à 
la  cour])c,  niais  en  des  points  de  plus  en  plus  rapprocliés  de  M,  le  point  de  sec- 
tion i  se  rapprochera  du  point  de  contact  B,  et  viendra  se  confondre  avec  lui  en  M. 
On  voit  que,  à  un  point  d'inflexion,  un  point  de  contact  et  un  point  de  section 
sont  réunis,  et  que,  par  suite,  il  faut  considérer  la  courbe  comme  ayant  avec  sa 
tangente  un  contact  plus  intime  que  dans  le  cas  ordinaire. 

A  un  point  d'inflexion  la  tangente  TT'  forme  transition  entre  les  sécantes  qui 
coupent  la  courbe  en  trois  points,  telles  que  NP,  et  celles  qui  la  rencontrent  seu- 
lement au  point  M. 

Lorsque  la  droite  Bh  se  meut  en  restant  tangente  à  la  courbe,  elle  tourne  dans 
un  certain  sens  jusqu'à  ce  que  le  contact  ait  lieu  en  M;  elle  prend  ensuite  des 
positions  parallèles  à  celles  qu'elle  vient  de  quitter.  La  tangente  d'une  courbe 
en  un  point  d'inflexion  fait  donc  avec  une  droite  quelconque  du  plan  un  angle 
plus  petit  ou  plus  grand  que  les  tangentes  aux  points  voisins;  cette  circonstance 
peut  servira  la  déterminer  (art.  145). 

88.  Il  arrive  quelquefois  qu'une  courbe  présente  un  rcbroussemeni  (ftg.  67 
ou  68).  Il  faut  concevoir  que  la  vitesse  du  point  mobile  qui  décrit  la  ligne  dimi- 
nue graduellement,  devienne  nulle  en  un  point  M,  puis  prenne  une  direction  de 
sens  contraire,  de  manière  que  la  position  de  la  tangente  varie  d'une  manière 
continue.  Le  rebroussement  est  de  première  ou  de  seconde  espèce,  suivant  que 
les  deux  bras  sont  ou  non  d'un  même  côté  de  la  tangente  MT. 

89.  Une  courbe  telle  que  MA  {fig-  69)  présente  un  nœudonpoint  double  en  M. 
Quand  une  courbe  varie  de  forme  d'une  manière  continue,  un  rebroussement 

se  présente  quebjucfois  comme  une /èw?7/c!MA  réduite  à  un  point.  La  ligne  qui  a 
un  rebroussement  est  alors  une  transition  entre  les  lignes  qui  ont  un  nœud  et 
celles  qui  n'en  ont  pas. 

En  général,  on  n^^^&Wii point  multiple  un  point  par  lequel  passent  plusieurs  arcs 
d'une  même  courbe. 

90.  Lorsqu'une  courbe  a  un  point  double,  toute  droite  située  dans  son  plan 
et  passant  à  ce  point  peut,  à  un  certain  point  de  nie,  être  regardée  comme  tan- 
gente, car  c'est  une  sécante  dont  les  deux  points  de  rencontre  se  sont  réunis  en 
un  seul.  Mais  nous  réserverons  le  nom  de  tangente  pour  les  droites  qui  touchent 
l'une  ou  l'autre  des  branches  considérées  isolément. 

Quand  on  est  assuré  qu'une  courbe  ne  présente  ni  nœud  ni  rebroussement, 
on  peut  obtenir  une  tangente  on  faisant  mouvoir  une  sécante  d'une  manière 
quelcoii(|ue,  jusqu'à  ce  que  deux  points  de  section  viennent  se  confondre  avec  le 
point  que  l'on  considère  sur  la  courbe.  Cette  méthode  est  souvent  olus  commode 
que  celle  que  nous  avons  indi(|uéc  à  l'article  87. 

91.  La  droite  est  la  plus  simple  des  lignes  qui  s'étendent  à  l'infini. 
Considérons  une  droite  .\H  (ftg.  70)  et  une  sécante  Vm,  puis  faisons  tourner 
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cette  dernière  ligne  autour  d'un  de  ses  points  P,  de  manière  que  le  point  de 
rencontre  m  prenne  successivement  dilTérentes  positions  w,,  m.^,  .  .  . ,  en  s'éloi- 
gnant  indéfiniment  vers  la  gauche;  dans  une  certaine  position  la  sécante  sera 
parallèle  à  AB  :  le  point  de  rencontre,  toujours  unique,  sera  alors  k  l'intini  sans 
qu'on  puisse  le  supposer  plutôt  d'un  côté  que  de  l'autre.  Si  la  sécante  continue 
son  mouvement  de  rotation,  le  point  revient  de  l'infini  par  la  droite  de  la  figure. 

On  voit  qu'on  peut  considérer  une  droite  comme  une  courbe  fermée,  dans 
laquelle  un  point  situé  à  l'infini  forme  la  jonction  des  deux  bras  qui  s'étendent 
dans  les  directions  opposées. 

Quand  une  courbe  se  développe  indéfiniment,  elle  a  ainsi  un  point  situé  à 
l'infini,  et  elle  ne  s'arrête  pas  plus  à  ce  point  qu'à  tout  autre;  un  second  bras 
distinct  du  premier  doit  s'étendre  vers  le  même  point  situé  à  l'infini. 

Une  courbe  a  autant  de  branches  infinies  qu'elle  a  de  points  situés  à  l'intini. 
Chaque  branche  est  formée  de  deux  bras  qui  se  rejoignent  à  l'infini. 

92.  Nous  avons  dit  (art.  83)  qu'une  courbe  ne  présentait  pas  d'angle,  c'est- 
à-dire  que  les  deux  parties  n^^l  et  NM  {fîg.  65),  qui  se  réunissent  en  un  point 
quelconque  M,  ont  la  même  tangente  3IT.  En  d'autres  termes,  les  sécantes  MN 
et  M«3  se  confondent,  lorsque  les  points  N  et  n^  sont  réunis  en  M.  Quand  le 
point  M  est  à  l'infini,  la  tangente  commune  des  deux  bras  RC,  QE  qui  s'y  rejoi- 
gnent {Jig-  71)  est  appelée  asymptote. 

Il  arrive  quelquefois  que  la  tangente  d'une  courbe  au  point  situé  à  l'infini  se 
trouve  tout  entière  à  l'infini  ;  on  dit  alors  que  la  courbe  n'a  pas  d'asymptote. 

On  obtient  une  asymptote,  comme  toute  autre  tangente,  en  considérant  une 
sécante  RN,  et  en  la  faisant  mouvoir  de  manière  que  les  points  de  section  R  et  N 
arrivent  ensemble  à  l'infini.  On  peut  prendre  deux  points  R  et  Q  sur  les  deux 
bras  et  les  réunir  à  l'infini,  en  les  éloignant  indéfiniment  en  sens  opposé;  au 
moment  où  ils  se  confondent,  la  sécante  RQ  devient  asymptote. 

Quelques  courbes  présentent  des  points  multiples  et  des  rebroussements  à 
l'infini;  nous  étudierons  ces  circonstances  plus  loin.  Nous  nous  bornerons  à  dire 
ici  que,  pour  les  lignes  de  ce  genre,  on  n'est  pas  assuré  d'avoir  une  asymptote  en 
faisant  mouvoir  une  sécante  de  la  manière  que  nous  venons  d'indiquer.  11  faut 
pouvoir  considérer  une  droite  GH  qui  rencontre  la  courbe  au  point  situé  à 
l'infini,  et  la  transporter  parallèlement  à  elle-même  jusqu'à  ce  qu'un  point  de 
section  P  rejoigne  celui-là. 

93.  On  considère  quelquefois  des  courbes  qui  se  modifient  graduellement, 
telles  qu'un  cercle  dont  le  rayon  varie  et  dont  le  centre  parcourt  une  ligne. 
Quand  la  courbe  n'a  ni  point  multiple  ni  rcbroussement,  et  qu'elle  n'éprouve 
dans  sa  forme  aucun  changement  brusque,  une  sécante  fixe  ou  mobile  devient 
tangente  dès  que  deux  points  de  section  se  confondent  en  un  seul.  Si  la  réunion 
a  lieu  à  l'infini,  la  droite  est  asymptote. 
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î)i.  Considérons  le  cercle  déterminé  par  (les  cunditions  de  tonclier  en  un 
point  M  une  (tourbe  a^  {,Jig-  72  ),  et  de  passer  par  un  autre  point  N  de  cette 
ligne.  Si  l'on  suppose  que  le  point  N  se  déplace,  le  cercle  se  modifiera;  il  aura 
un  contact  plus  intime  avec  la  courbe,  lorsque  ce  point  de  section  sei'a  réuni  au 
point  de  tangence  M.  On  dit  alors  que  le  cercle  e?,l  osculatcur. 

L'arc  MN  n'existant  plus,  le  cercle  est  du  côté  de  la  convexité  de  la  courbe 
sur  la  gauche  du  point  M  {Jig-  73),  tandis  que  sur  la  droite  il  est  toujours  resté 
du  côté  de  la  concavité  :  il  la  traverse  donc  en  M  sans  cesser  d'avoir  la  même 
tangente.  Cette  propriété  est  caractéristique  du  cercle  osculateur,  car,  si  le  point 
N  continuant  son  mouvement  passe  à  droite  de  M  (fig.  71^),  l'arc  du  cercle 
compris  entre  eux  se  trouvera  du  côté  de  la  partie  convexe  de  la  courbe. 

Si  l'on  considère  la  série  des  cercles  qui  passent  par  un  point  d'une  droite,  et 
qui  ont  leur  centre  sur  cette  ligne,  on  verra  que  l'un  d'eux,  celui  qui  a  son 
centre  à  l'infini,  se  transforme  en  une  ligne  droite.  Il  peut  donc  arriver  que  la 
tangente  remplace  le  cercle  osculateur  et  en  ait  les  propriétés;  elle  traverse 
alors  la  courbe,  et  il  y  a  inflexion  (art.  87). 

A  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  le  rayon  du  cercle  osculateur 
est  généralement  nul;  on  le  reconnaît  facilement  en  considérant  un  rebrousse- 
ment comme  une  feuille  réduite  à  un  point. 

Le  cercle  osculateur  peut  se  trouver  exceptionnellement  d'un  même  côté  de 
la  courbe,  près  du  point  de  contact.  Cela  arriverait  si,  quand  le  point  N  se 
confond  avec  M  {fig.  72  ),  le  point  P  s'y  réunissait  aussi. 

1)3.  Considérons  sur  une  courbe  deux  points  M  et  G  (Jig-  74)  peu  éloignés 
l'un  de  l'autre,  et  les  droites  MO  et  GO  qui  sont  perpendiculaires  aux  tangentes, 
c'est-à-dire  normales;  en  divisant  l'arc  MG  par  le  nombre  abstrait  qui  indique 
la  grandeur  de  l'angle  MO(j,  l'angle  droit  étant  représenté  par  la  moitié  du  rap- 
port de  la  circonférence  au  diamètre,  nous  aurons  une  longueur  qui,  si  la 
courbe  était  un  cercle,  serait  égale  au  rayon.  Supposons  maintenant  que  le 
point  G  se  rapproche  indéfiniment  de  M  :  plus  l'arc  MG  sera  petit,  moins  il  diffé- 
rera de  l'arc  correspondant  à  l'angle  MOG  dans  le  cercle  osculateur  en  M,  et  la 

limite  du  rapport  ^tj^t^  sera  le  rayon  de  ce  cercle.  L'angle  ]\IOG  est  égal  à  celui 

des  tangentes  en  M  et  en  G;  on  l'appelle  angle  de  conlingence  quand  on  le  consi- 
dère à  la  limite.  On  dit  alors  qu'il  est  infiniment  petit,  et  que  le  |)oiut  G  est 
infiniment  voisin  du  point  !\L 

Le  cercle  osculateur  fait  apprécier  la  courbure  d'une  ligne  en  un  poiiil  :  plus 
son  rayon  est  grand,  plus  la  courbure  est  petite.  D'après  cela,  le  cciilre  du 
cercle  osculateur  est  souvent  appelé  centre  de  courbure,  cl  smi  rayon  rayon  de 
courbure. 

Î)G.   Si   une  courbe  roule  sur  une  autre  courbe  en  lui  l(•^>lalll  toujours  tan- 
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gente,  lorsque  l'arc  compris  entre  un  des  points  où  elles  se  coupent  et  le  point 
de  contact  devient  nul,  il  y  a  osculation  ou  tangencc  du  second  ordre,  et  les 
courbes  se  traversent.  Si  deux  points  de  section  se  réunissent  en  même  temps 
au  point  de  contact,  la  tangence  s'élève  au  troisième  ordre,  et  les  courbes  ne  se 
traversent  pas. 

Dans  l'osculation,  les  courbes  ont  trois  points  communs  réunis  en  un  seul; 
dans  la  tangence  du  troisième  ordre  elles  en  ont  quatre,  et  ainsi  de  suite,  car 
on  considère  quelquefois  des  contacts  d'un  ordre  plus  élevé. 

97.  Une  ligne  regardée  comme  la  solution  d'un  problème  spécial  peut  avoir 
des  points  d'arrêt;  ainsi  le  diamètre  d'un  cercle,  lieu  des  milieux  d'une  série 
de  cordes  parallèles,  est  une  droite  limitée  aux  points  où  elle  rencontre  la  cir- 
conférence; ainsi  encore  la  projection  horizontale  d'un  cercle  situé  dans  un  plan 
vertical  est  un  segment  de  droite. 

Les  parties  d'une  ligne  qui  forment  la  solution  d'un  problème  spécial  dont 
on  s'occupe  sont  appelées  utiles,  et  les  autres  parasites. 

98.  Une  courbe  est  géométrique  quand  elle  est  soumise  dans  sa  génération  à 
une  loi  déterminée;  on  la  dit  graphique  lorsqu'elle  a  été  tracée  d'après  des 
conditions  qui  ne  sont  pas  susceptibles  d'être  mathématiquement  définies, 
telles  que  celle  d'avoir  une  forme  gracieuse.  Les  considérations  que  nous 
venons  de  présenter  ne  sont  complètement  applicables  qu'aux  courbes  géo- 
métriques. 

Une  courbe  graphique  n'existe  que  là  où  elle  est  tracée;  elle  n'a  donc  ni 
partie  parasite  ni  branche  infinie.  Elle  peut  avoir  des  points  d'arrêt  et  des 
angles;  mais  dans  les  parties  où  sa  courbure  parait  bien  continue,  on  doit  la 
considérer  comme  une  courbe  géométrique,  et  les  considérations  que  nous 
avons  développées  pour  les  tangentes  et  les  rayons  de  courbure  lui  sont  appli- 
cables. 

Certaines  lignes  participent  de  la  nature  des  deux  genres  de  courbes  dont 
nous  venons  de  parler  :  ce  sont  celles  que  l'on  obtient  en  projetant  les  courbes 
graphiques,  ou  en  leur  faisant  éprouver  diverses  autres  transformations  géomé- 
triques. Nous  nous  bornons,  quant  à  présent,  à  signaler  ces  lignes. 

99.  Le  cercle  est  la  seule  courbe  géométrique  qu'il  soit  facile  de  tracer  d'un 
mouvement  continu.  Il  existe  pour  quelques  autres  lignes  des  compas  fort  ingé- 
nieux, mais  il  y  a  presque  toujours  quelques  difficultés  à  les  ajuster  et  à  les 
placer  dans  la  position  convenable  pour  l'arc  que  l'on  veut  avoir  :  aussi  les 
instruments  de  ce  genre  ne  sont  que  très  peu  employés. 

En  général,  pour  tracer  une  courbe  géométrique,  on  détermine  d'après  la 
loi  de  sa  génération  un  nombre  de  points  suffisant  pour  que  sa  forme  soit  bien 
déterminée,  puis  on  les  réunit  par  un  trait  continu  que  l'on  corrige  jusqu'à  ce 
(|u'il  présente  une  apparence  satisfaisante.  C'est  un  travail  auquel  il  est  essen- 
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tiel  de  former  son  œil  et  sa  main,  lorsqu'on  veut  s'occuper  des  arts  graphiques. 
Toutes  les  fois  que  la  forme  de  la  courbe  n'est  pas  nettement  accusée,  il  faut 
chercher  de  nouveaux  points,  ou  mieux  encore  construire  des  tangentes.  En 
général,  on  doit  éviter  de  trop  multiplier  les  points  :  de  petites  erreurs  peuvent 
s'introduire  dans  leur  position,  par  suite  de  l'imperfection  des  tracés,  et  alors, 
si  leur  nombre  était  très  srand,  on  serait  conduit  à  donner  à  la  li^ne  une  cour- 
bure  ondulée  qu'elle  ne  doit  pas  avoir. 

Bien  que  dans  les  applications  on  ait  rarement  besoin  de  tracer  sur  de 
grandes  longueurs  les  branches  des  courbes  qui  s'étendent  à  l'infini,  il  est 
cependant  souvent  nécessaire  de  déterminer  les  asymptotes,  afin  de  bien  com- 
prendre la  disposition  des  différentes  parties. 

100.  Pour  mener  une  tangente  à  une  courbe  graphique  par  un  point  donné 
hors  de  la  courbe,  on  fait  passer  une  règle  par  ce  point,  et  on  la  fait  tourner 
jusqu'à  ce  que  son  bord  affleure  la  courbe.  Sa  position  est  alors  bien  déter- 
minée. 

On  ne  peut  pas  opérer  d'une  manière  analogue  (|uand  c'est  le  point  de  tan- 
gence  C  qui  est  donné  {ftg.  73).  La  position  limite  de  la  règle  présente  alors 
beaucoup  d'incertitude  si  la  courbure  de  la  ligne  est  un  peu  grande. 

On  prend  sur  la  courbe  deux  ou  trois  points  en  deçà  du  point  C  et  autant  au 
delà,  on  trace  les  sécantes  qui  passent  par  ces  divers  points  et  par  le  point  C, 
et  on  les  coupe  par  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre.  On  porte 
sur  chaque  sécante  Co,  à  partir  de  l'arc,  une  longueur  «a  égale  à  la  corde  AC, 
et  de  manière  que  le  point  a  soit  du  même  côté  de  a  que  le  point  A  de  (];  enfin 
on  trace  une  courbe  par  les  points  a,  [51,  0,  .  . .  ainsi  obtenus  :  elle  coupe  l'arc 
de  cercle  en  un  point  c  qui  appartient  à  la  tangente,  car  la  corde  doit  être  nulle 
sur  la  droite  Cr. 

Si  nous  faisons  tourner  la  droite  At^a  autoui'  du  point  C,  il  pourra  arriver  que, 
dans  une  certaine  position  Vp,  la  corde  PC  soit  égale  au  rayon  du  cercle  abc.  Le 
point  a  sera  alors  en  C,  et  la  droite  ACfl,  ordinairement  sécante  de  la  courbe 
auxiliaire,  lui  sera  devenue  tangente. 

Si  la  courbe  coupait  l'arc  de  cercle  sous  un  angle  trop  petit,  on  pourrait  la 
modifier  en  portant  sur  les  sécantes  des  longueurs  doubles  des  cordes. 

Les  courbes  auxiliaires  du  genre  de  celles  (|ue  nous  venons  d'employer  sont 
appelées  rouihcx  d'erreur.  Nous  allons  donner  un  autre  exemple  de  ce  mode  de 
solution. 

loi.  Lors(|iu'  l'on  a  tiacé  une  tangente  à  une  courbe  gi'a|)hique  par  un 
point  extérieur,  on  a  quelquefois  besoin  de  déterminer  son  point  de  contact 
d'une  manière  plus  précise  qu'on  lu;  pourrait  le  fairt;  à  la  simple  vue.  Il  existe 
pour  cela  une  construction  assez  facile. 

Nous  menons  des  sécantes  parallèles  à  la  (anç;enle  TT'  '^/ig.  j*)),  et  par  les 
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points  où  elles  rencontrent  la  conrbe  nous  leur  élevons  de  côtés  différents  des 
perpendiculaires  sur  lesquelles  nous  portons,  à  partir  de  la  tangente  TT',  des 
ordonnées  égales  aux  cordes  déterminées  par  la  courbe  donnée  sur  les  Sécantes. 
Ainsi  les  longueurs  aa  et  a,rt,  sont  égales  à  AA,.  Les  points  a,  b,  c,  c,,  b,,  a,, 
étant  déterminés  d'après  une  même  loi,  appartiendront  à  une  courbe  qui  passera 
évidemment  par  le  point  cberché.  et  qui  sera  continue  si  la  proposée  l'est  elle- 
même. 

La  première  sécante  (X,  doit  être  aussi  rapprocbée  de  la  tangente  que  le  per- 
met la  condition  essentielle  qu'il  n'y  ait  pas  d'incertitude  sur  la  position  précise 
des  points  où  elle  coupe  la  courbe.  La  seconde  sécante  BB,  étant  également  peu 
éloignée  de  la  première,  il  arrivera  souvent  que  les  quatre  points  b,  c,  c^  et  b, 
seront  h  peu  près  en  ligne  droite.  La  ligne  aMa,  serait  même  rigoureusement 
droite,  si  la  proposée  était  symétrique  par  rapport  à  sa  normale  au  point  M. 

La  courbe  d'erreur  coupe  la  tangente  TT,  sous  un  angle  dont  la  tangente  tri- 
gonométrique  est  égale  à  2. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  les  ordonnées  soient  exactement  perpendiculaires 
à  TT,  ;  il  suffit  qu'elles  soient  bien  parallèles  ('  ). 

102.  On  a  souvent  des  moyens  exacts  pour  tracer  des  tangentes  aux  courbes 
géométriques;  dans  tous  les  cas,  on  peut  appliquer  à  ces  lignes  les  procédés  que 
nous  venons  de  faire  connaître  pour  les  courbes  graphiques. 

S'il  s'agit  de  mener  une  tangente  à  une  courbe  en  un  point  (Jig.  70),  on 
appuiera  la  construction  sur  des  points  A,  B,  D,  E  qui  auront  été  déterminés 
directement.  Il  ne  sera  pas  nécessaire  que  la  courbe  soit  tracée. 

La  construction  exposée  à  l'article  101  pour  avoir  le  point  de  contact  d'une 
tangente  (Jîg.  76)  exige  que  la  courbe  soit  tracée,  ou  au  moins  que  l'on  con- 
naisse des  points  situés  sur  des  parallèles  à  la  tangente.  La  construction  serait 
encore  juste  si  les  sécantes  étaient  soumises  dans  leur  position  à  une  même  loi, 
mais  on  ne  pourrait  pas  opérer  sur  des  points  A,  B,  C  espacés  d'une  manière 
arbitraire. 

105.  On  emploie  quelquefois  une  courbe  d'erreur  pour  déterminer,  sur  la 
normale  d'une  courbe,  la  position  du  centre  du  cercle  osculateur,  mais  ces 
tracés  exigent  beaucoup  de  soin  quand  on  veut  opérer  avec  exactitude.  On  obtient 
le  centre  de  courbure  avec  un  degré  de  précision  qui  suffit  généralement  dans 
la  pratique,  en  le  supposant  d'aboid  un  peu  loin  sur  la  normale,  et  le  rappro- 
chant progressivement  jusqu'à  ce  que  le  cercle  tangent,  d'abord  complètement 
extérieur  dans  la  partie  voisine  du  point  de  contact,  arrive  à  traverser  la  courbe. 

104.  Supposons  que  l'on  prenne  sur  une  courbe  un  certain  nombre  de  points. 


C)  En  modifianl  légèrement  la  eonsiruction  que  nous  venons  d'ex|iliquer,  on  résout  le  problème  qui 
consiste  à  drtermincr  le  point  il 'une  ronriw  iloiinc'c  oii  l/i  ttingentc  fst  ptirnllèlc  à  une  drinle  doniice. 
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el  qu'on  li's  consiilère  <-omnie  les  sommets  d'un  polvironc;  celte  figure  diU'erera 
beaucoup  de  la  eourbe;  mais,  en  muif i|iliaiit  progressivement  le  noml)re  des 
côtés,  on  diminuera  la  différence,  et  l'on  roneoit  (|ue,  si  cette  opération  était 
poursuivie  indétininient,  le  polygone  se  rapprocherait  aussi  indéfiniment  de  la 
ligne  considérée.  C'est  ce  que  l'on  exprime  en  disant  (\n'itnr  courbe  es!  un  poly- 
gone d'un  nombre  infini  de  côtés  infinimenl  petits. 

Cette  considération  permet  d'étendre  aux  courbes  les  propriétés  des  polygones 
qui,  comme  les  théorèmes  de  similitude,  sont  indépendantes  du  nombre  et  de  la 
grandeur  des  côtés. 

Nous  vovons  donc  (|u"il  y  a  des  courbes  semblables  entre  elles  :  les  grandeurs 
linéaires  homologues  y  sont  dans  un  même  rapport;  les  cordes  homologues  com- 
prennent les  angles  égaux.  Quand  ces  cordes  deviennent  parallèles,  les  figures 
ont  un  centre  commun  de  similitude  et  sont  homothétiques  (art.  68). 

105.  La  direction  d'une  ligne  en  un  point  est  celle  de  sa  tangente  en  ce  point. 
L'angle  de  deux  courbes  qui  se  rencontrent  est  déterminé  par  l'angle  de  leurs 
tangentes  au  point  commun.  On  les  dit  nornuiles  l'une  à  l'autre  lorsqu'elles  se 
coupent  à  angle  droit. 

Un  diamètre ç%i  le  lieu  des  milieux  d'un  système  de  cordes  parallèles. 

Un  axe  est  un  diamètre  rectiligne  perpendiculaire  aux  cordes  qu'il  partage  en 
parties  égales. 

La  projection  d'un  diamètre  d'une  courbe  es!  évidemment  un  diamètre  de  la 
projection. 

Surfaces  cdiirhcs. 

106.  Vnc  surface  est  le  lieu  des  positions  d'une  courbe  (/ui  se  meut  et  qui  cane 
de  forme  suivant  des  lois  continues.  Cette  courbe  se  nomme  génératrice. 

Une  même  suriace  peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  courbe 
mobile  et  variable,  d'une  infinité  de  manières  différentes. 

Quand  la  génératrice  est  assujettie  à  rencontrer  certaines  courbes,  ces  lignes 
prennent  le  nom  de  directrices. 

Les  génératrices  et  les  directrices  ne  sont  pas  toujours  planes,  mais  nous  les 
supposerons  telles  jusqu'il  ce  que  nous  ayons  considéré  les  courbes  qui  ne  sont 
pas  comprises  dans  un  même  plan  et  (lue  l'on  appelle  gauches.  Cette  restriction 
ne  nous  empêchera  pas  d'étudier  les  surfaces  d'une  manière  générale,  car  on 
peut  toujours  les  regarder  comme  engendrées  par  des  courbes  planes. 

Nous  supposerons  eiitin  (|iie  la  génératrice  el  les  directrices  sont  des  courbes 
géométri(|ues. 

107.  lue  suifacc  |»cul  avoir  des  pallies  parasites.  Si  l'on  considl're  un  |)lan 
comme  élaiil  eiigeudre  par  une  droite  toujours  laiigeiilc  ii  nu  cercle,  la  surface 


cil  Vl'ITHK   1'.   —  COLKbK.S   l'L\.Mi.S  KT  SLKlACliS  CULliliEs;.  r>J 

(lu  cercle.  (|uoi(|iie  faisant  [)artic  du  j)laii,  no  sera  pas  comprise  dans  la  détiiii- 
(ion. 

Un  cercle  engendre  une  zone  spliéri(|ne  lorscju'il  tourne  autour  d'une  droite 
qui  rencontre  la  perpendiculaire  élevée  à  son  plan  par  son  centre.  Les  parties 
delà  spiière  situées  en  deçà  et  au  delà  de  la  zone  sont  rattachées  à  cette  géné- 
ration comme  parties  parasites. 

108.  .SY  trois  courbes  A,  B,  C  ijui  se  croisent  en  un  point  M  {Jig.  77)  appartien- 
nent à  une  même  surface,  leurs  tangentes  en  ce  point  sont  dans  un  même  plan . 

Pour  le  prouver,  nous  considérons  la  courbe  A  comme  appartenant  à  un  sys- 
tème de  génératrices  situées  dans  des  plans  parallèles.  L'une  d'elles  «.  peu  éloi- 
gnée de  A,  rencontre  les  courbes  B  et  C  en  des  points  n  et  /•,  et  les  trois  sécantes 
M/2,  M/'  et  «/'sont  dans  un  nième  plan.  Ce  résultat  ayant  lieu  pour  les  diverses 
génératrices,  tant  en  deçà  qu'au  delà  de  A,  subsiste  nécessairement  pour  la 
courbe  A;  les  sécantes  sont  alors  tangentes  aux  trois  lignes  considérées;  leur 
plan  t'»t\e plan  tangent  de  la  surface. 

Il  résulte  de  là  qu'en  un  point  d'une  surface  le  plan  délerniiné  par  les  tan- 
gentes à  deux  des  courbes  de  la  surface  qui  passent  par  ce  point  contient  les 
tangentes  de  toutes  les  autres  courbes. 

Le  raisonnement  qui  précède  cesse  d'être  juste  quand,  au  moment  où  son  plan 
passe  par  le  point  M,  la  courbe  génératrice  a  épi'ouve  dans  sa  forme  un  change- 
ment tel  qu'on  puisse  la  considérer  comme  ayant  alors,  en  ce  point,  une  infinité 
de  tangentes  (art.  90).  C'est  un  cas  que  nous  aurons  l'occasion  d'étudiei'. 

Une  droite  tangente  à  une  surface  est  une  sécante  dont  deux  points  de  sec- 
tion sont  réunis  en  un  seul.  Toute  droite  tangente  à  une  courbe  tracée  sur  une  sur- 
face est  tangente  à  la  surface.  , 

La  normale  A  une  surface  en  un  point  est  la  perpendiculaire  au  plan  langent 
en  ce  point. 

109.  11  résulte  du  théorème  que  nous  venons  d'établir  qu'une  surface 
courbe  peut  être  considérée  comme  composée  de  facettes,  c'est-à-dire  comme  un 
polyèdre  ayant  un  nombre  infini  de  faces  infiniment  petites,  et,  par  suite,  (jue 
les  surfaces  courbes  ont  toutes  les  propriétés  des  polyèdres  qui  ne  dépendent  ni 
du  nombre  ni  de  la  grandeur  des  faces. 

Les  théorèmes  de  similitude  s'étendent  donc  immédiatement  des  polyèdres 
aux  surfaces  courbes. 
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CHAPITRE  II. 

DÉFINITION    ET   REPRÉSENT.VTION    DES   CYLINDRES    ET    DES   CONES. 


Dcjiiiitioli,  rcprcscnUit'wn  cl  piincipalcs  pvopviétvs  du  cylindre. 

1 10.  Un  cylindir  csl  une  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en  restant 
toujours  parallèle  à  une  même  droite. 

Pour  définir  un  cylindre,  on  donne  une  droite  à  ia(juelle  la  génératrice  rec- 
tiligne  doit  rester  parallèle,  et  une  directrice  qu'elle  doit  rencontrer.  Une  infi- 
nité de  courbes  différentes  peuvent  être  considérées  connme  directrices  d'un 
même  cylindre,  mais  dans  les  premières  études  nous  prendrons  toujours  une 
ligne  tracée  sur  le  plan  horizontal. 

111.  Connaissant  la.  projection  horizontale  iV un  point  d'un  cylindre,  déter- 
miner sa  projection  verticale. 

Soient  A  la  trace  du  cylindre  {fig.  79),  (D,  D)  une  droite  à  laquelle  les  géné- 
ratrices doivent  être  parallèles  et  m  la  projection  donnée. 

La  génératrice  de  la  surface  qui  passe  par  le  point  cherché  a  pour  projection 
horizontale  la  droite  mn  parallèle  à  D,  et  perce  le  plan  horizontal  au  point  n  de 
la  trace  A.  La  projection  verticale  de  la  génératrice  est  la  parallèle  à  D'  menée 
par  le  point  n' ;  il  ne  reste  plus  qu'à  relever  m  en  m'  par  une  perpendiculaire  à 
la  ligne  de  terre. 

La  droite  mn  rencontre  la  droite  A  en  un  second  point  /•,  trace  d'une  autre 
génératrice  dont  un  point  se  projette  en  m.  On  trouve  ainsi  une  seconde  solu- 
tion m" . 

112.  Si  la  ligne  menée  par  le  point  m  parallèlement  à  D  ne  rencontrait  pas  la 
trace  A,  il  n'y  aurait  pas  de  solution.  D'après  cela  les  deux  droites  P  et  Q  tan- 
gentes à  A  et  parallèles  à  D  sont,  sur  le  plan  horizontal,  la  limite  de  la  projec- 
tion des  points  du  cylindre,  ou  son  contour  apparent.  Si  l'on  suppose  que  la  sur- 
face limite  un  corps  en  relief,  ces  droites  devront  être  tracées  en  trait  plein. 

Le  point  {m,  m')  est  plus  élevé  que  le  point  {m,  m"),  et,  par  conséquent,  il 
le  cache  sur  la  projection  horizontale.  Les  génératrices  qui  ont  leur  trace  sur 
l'arc /j/c^  sont  ainsi  vues,  tandis  que  les  autres  sont  cachées. 

Il  peut  arriver  que  la  trace  du  cylindre  considéré  ait  plus  de  deux  tangentes 
parallèles  à  D,  qu'elle  n'en  ait  qu'une,  ou  même  pas  du  tout.  On  discutera 
chaque  cas  comme  celui  que  nous  venons  d'examiner. 

113.  Si  l'on  s('  donnait  la  projection  vorticalo  m'  {fig.  79>  d'un  point  du 
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cylimlro.  p;ii'  îles  riiisonnemenls  analogues  cl  la  inèiiie  eoiistructioii  faite  en 
ordre  inverse,  on  déterminerait  deux  pinjections  luiri/dnlales  eori'espon- 
dantes  //;  et  /«, . 

La  projection  verticale  de  la  surface  est  limitée  aux  droites  K'  et  1  parallèles 
à  D',  et  menées  par  les  points  /■'  et  /'  où  les  tangentes  de  A  perpendiculaires  ,'i 
la  ligne  de  terre  rencontrent  cette  ligne. 

Les  génératrices  qui  ont  leurs  traces  sur  l'arc  ^/j/ sont  seules  vues  sur  la  pro- 
jection verticale. 

11-i.  Lu  cylindre  est  géométriquement  détini  par  sa  trace  A  et  par  une  droite 
de  parallélisme  (D,  D');  mais,  pour  qu'il  soit  représenté,  il  faut  ajouter  les 
lignes  de  contour  apparent;  elles  donnent  d'ailleurs  la  direction  des  généra- 
trices, et  rendent  inutile  une  droite  de  parallélisme. 

Le  corps,  s'il  existe  réellement,  est  limité,  et  pour  le  représenter  il  sera 
nécessaire  d'avoir  la  projection  de  ses  hases;  mais  nous  ne  nous  occupons  pas 
encore  de  ces  questions. 

llo.  Le  plan  tangent  à  un  cylindre  en  un  point  est  tangent  tout  le  long  de  la 
génératrice  qui  passe  par  ce  point. 

Soient  A  et  a  {Jig.  7H)  tleux  points  (|nelconques  d'une  génératrice  G;  M  et  m 
deux  courbes  tracées  par  ces  points,  et  G'  une  autre  génératrice  de  la  surface. 

Les  droites  G  et  G',  étant  parallèles,  déterminent  un  plan  qui  contient  les 
sécantes  U  et  ;/  des  courbes  M  et  m.  Si  l'on  suppose  que  la  génératrice  G'  se 
meuve  sur  la  surface,  en  se  rapprochant  de  G,  les  points  B  et  h  s'avanceront 
respectivement  vers  A  et  a,  et  se  confondront  avec  eux  quand  G'  sera  réuni  à  G. 
Les  lignes  U  et  u  seront  alors  tangentes  à  M  et  à  m,  et  leur  plan,  contenant  la 
génératrice  rectiligne  qui  est  sa  propre  tangente  en  A  comme  en  «,  sera  tangent 
en  ces  deux  points.  Il  le  serait  de  même  en  tout  autre  point  de  la  droite  G. 

La  proposition  que  nous  venons  d'établir  ne  cesse  pas  d'être  vraie  quand  la 
directrice  I\I  est  une  courbe  graphique,  pourvu  qu'elle  n'ait  en  A  qu'une  seule 
tangente.  Dans  le  cas  contraire,  il  faut  considérer  la  surface  comme  composée 
de  deux  cylindres  qui  se  coupent  suivant  la  génératrice  ka,  et  dont  chacun  a 
son  plan  tangent. 

116.  La  tangente  à  la  trace  m  (fig-  So)  d'un  cylindre  sur  un  plan  P,  en  un 
point  a,  est  l'intersection,  ai  ec  le  plan  Y*,  duplan  tangent  le  long  de  la  génératrice  Xa. 

L'ensemble  des  droites  qui  projettent  sur  un  plan  P  les  différents  points  d'une 
courbe  M  forme  un  cylindre  dont  la  trace  m,  sur  le  plan,  est  la  projection  de  M. 

Le  plan  projetant  d'une  tangente  T  est  tangent  au  cylindre  pi'ojetant  de  M, 
tout  le  long  de  la  projetante  du  point  de  contact  A,  et  par  suite  sa  trace  t, 
projection  de  T,  est  tangente  h  m.  Il  résulte  de  là  que  la  projection  de  la  tangente 
à  une  courbe  est  tangente  à  la  projection  de  la  courbe.  Nous  n'avons  pas  supposé 
que  les  génératrices  du  cylindre  fussent  perpendiculaires  au  plan  de  projection; 
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la  |irop(isiti()ii  sera  doiir  l'iii'orr  vraie,  si  les  pi'ojctantcs  toujours  paralli'Ics 
entre  elles  sont  iiieiinées  sur  ce  plau.  Nous  devrons  ([uel(|uel'ois  eMi|ilov('i'  l'e 
genre  de  projeetiou. 

Quand  la  tangente  à  une  courbe  est  |)erpcndiculaire  au  plan  de  projection, 
elle  y  est  représentée  par  un  point.  Si  la  courbe  est  plane,  sa  projection  est 
alors  une  droite,  et  il  n'y  a  pas  à  rechercher  sa  tangente. 

La  projection  d'une  normale  à  une  courbe  n'est  pas,  en  général,  normale  à  la 
projection  de  la  courbe  (  art.  46). 

11(>  a.  Pour  obtenir  les  points  où  une  droite  perce  un  cylindre,  on  fait  passer 
par  la  droite  un  plan  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  :  ce  plan  coupe  le 
cylindre  suivant  des  génératrices  qui  rencontrent  la  droite  aux  points  cherchés. 

117.  Le  cylindre  est  développable,  c'est-à-dire  qu'on  peut  le  dérouler  sur  un 
plan,  sans  contraction  ni  distension  d'aucune  de  ses  parties,  mais  par  de  simples 
flexions.  Si  la  directrice  est  une  courbe  fermée,  il  faut  supposer  que  le  cylindre 
a  été  coupé  au  préalable  le  long  d'une  génératrice. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  considérons  une  surface  de  prisme,  sans 
base  {Jtg.  <Si  );  on  peut  concevoir  que  la  face  P  tourne  autour  de  l'arête  B  pour 
se  placer  dans  le  plan  Q,  et  que  ces  deux  faces  réunies  se  mettent  dans  le  plan  R 
par  une  rotation  autour  de  C.  En  continuant  ce  mouvement  autour  des  dilfé- 
rentes  arêtes,  on  développera  la  surface. 

Cette  propriété,  n'étant  dépendante  ni  du  nombre  ni  de  la  grandeur  des  faces, 
est  encore  vraie  quand  le  polygone  i\  devient  une  courbe  (art.  109);  la  surface 
est  alors  un  cylindre. 

118.  Dans  le  développement  du  prisme,  les  côtés  ab,  bc,  .  .  .  d'un  polygone 
quelconque  G  (fig.  81)  tournent  autour  des  droites  A,  H,  .  .  .  et  par  suite  les 
angles  que  chacun  d'eux  forme  avec  les  arêtes  qui  passent  à  ses  extrémités  ne 
sont  pas  altérés.  Cette  propriété  s'étend  naturellement  au  cylindre;  les  angles 
que  la  directrice  ou  toute  autre  courbe  forme  avec  les  génératrices  ne  sont  pas 
modifiés  lorsque  l'on  déroule  la  surface. 

Les  angles  que  deux  courbes  tracées  sur  un  cylindre  forment  avec  la  généra- 
trice de  leur  point  de  rencontre  n'étant  pas  altérés  dans  le  développement, 
l'angle  qu'elles  comprennent  est  égal  à  celui  de  leurs  transformées. 

Les  génératrices  restent  parallèles  entre  elles  comme  les  arêtes  du  prisme. 

La  section  droite,  c'est-à-dire  l'intersection  du  cylindre  par  un  plan  |ter|ieM- 
diculaire  aux  génératrices,  devient  une  ligne  droite. 

Déjliiilioii,   rcprr.scntdtio/i  cl  prlnci/uilcs  proprictés  du  roue. 

1 19.  Un  cône  est  une  surface  engendrée  par  une  droite  (pu  se  meut  en  nissaril 
par  un  point  fixe  que  l'an  nomme  sommet. 
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Un  cône  est  détini  par  la  position  du  sommet  (.v,  s'  ){  fig.  82  ),  et  par  une  difec- 
trice  A  que  nous  prendrons  généralement  sur  le  plan  horizontal. 

Quand  la  génératrice  est  une  droite  indéfinie,  ses  deux  parties  en  dec;à  et  an 
delà  du  sommet  décrivent  des  nappes  distinctes  qui  se  réunissent  à  ce  point. 

120.  Si  l'on  cherche  la  projection  verticale  d'un  point  situé  sur  le  cône,  et 
dont  la  projection  horizontale  m  (Jîg.  82)  est  connue,  en  opérant  comme  il  est 
expliqué  à  l'article  111  pour  le  cylindre,  on  trouvera  sur  le  plan  vertical  deux 
points  wz'  et  m",  et  l'on  reconnaîtra  que,  sur  le  plan  horizontal,  toutes  les  pro- 
jections des  points  de  la  surface  sont  comprises  entre  les  droites  P  et  Q  menées 
du  point  ,v  tangentiellement  à  la  trace  A.  Ces  lignes  forment  le  contour  apparent 
du  cône  sur  le  plan  horizontal. 

Lorsque  du  point  *■  on  ne  pourra  pas  mener  une  tangente  à  la  trace  A,  il  n'y 
aura  pas  de  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal,  et  tout  point  de  ce  plan  sera 
la  projection  d'un  point  ou  de  plusieurs  points  de  la  surface. 

A  un  point  m',  pi'ojection  verticale  d'un  point  du  cône,  correspondent  >ur  le 
plan  horizontal  deux  points  m  et  m,.  Le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le 
plan  vertical  est  donné  par  les  droites  K'  et  I'  menées  du  point  s'  aux  points  k'  et 
i'où  les  tangentes  de  A  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre  rencontrent  cette  ligne. 

En  raisonnant  comme  à  l'article  112,  on  reconnaît  quelles  sont  les  généra- 
trices vues  sur  l'un  ou  sur  l'autre  des  plans  de  projection. 

121.  Un  plan  tangent  à  un  cône  en  un  point  est  tangent  tout  le  long  de  la 
génératrice  qui  passe  par  ce  point. 

On  démontre  ce  théorème,  comme  celui  qui  lui  correspond  pour  le  cylindre 
(art.  115  ),  en  considérant  deux  génératrices  G  et  G'  {fig-  83),  et  faisant  mou- 
voir la  seconde  sur  la  surface,  jusqu'à  ce  qu'elle  se  confonde  avec  la  première; 
alors  les  sécantes  u  et  U  de  deux  courbes  m  et  31  deviennent  en  même  temps 
tangentes,  et  déterminent  un  même  plan  tangent  aux  points  a  et  A. 

121  a.  Pour  obtenir  les  points  où  une  droite  perce  un  cône,  on  fait  passer  un 
plan  par  la  droite  et  par  le  sommet  du  cône  :  ce  plan  coupe  le  cône  suivant  des 
génératrices  qui  rencontrent  la  droite  aux  points  cherchés. 

122.  On  reconnaît  que  le  cône  est  développable  en  considérant  cette  surface 
comme  une  pyramide  ayant  un  nombre  infini  de  faces.  Les  angles  que  les  lignes 
tracées  sur  un  cône  font  avec  les  génératrices,  et  entre  elles,  ne  sont  pas  altérés 
par  le  développement. 

Si  l'on  coupe  un  cône  par  une  sphère  ayant  son  centre  au  sommet,  les  lon- 
gueurs interceptées  sur  les  génératrices  seront  égales,  et  formeront  en  dévelop- 
pement les  rayons  d'un  arc  de  cercle  qui  sera  la  transformée  de  la  courbe  d'in- 
tersection. 

125.  On  voit  qu'il  y  a  une  grande  analogie  entre  les  propriétés  du  cône  et 
celles  du  cylindre;  c'est  que  le  cylindre  est  un  cône  dont  le  sommet  est  trans- 
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portf'  il  l'iiitini,  il  ijuc,  par  siiilc,  il  possède  toutes  les  propriétés  du  cône  qui  ne 
dépeudciil  pas  de  la  dislaiiee  à  la(|uclle  se  trouve  le  sommet. 

C'ditc  (le  i('v()liiti()/i. 

Ili4.  Le  coue  de  révolution  mérite  une  mention  spéciale.  Il  est  engendré  par 
une  di'oile  G  {fig.  84),  qui  tourne  autour  d'un  axe  B  qu'elle  rencontre  en  S,  en 
faisant  toujours  un  même  angle  avec  lui. 

Un  point  quelconque  M  de  la  génératrice  décrit  un  cercle  A  dont  le  centre  0 
est  sur  l'axe,  et  dont  le  plan  P  est  perpendiculaire  à  l'axe. 

Toutes  les  génératrices  du  cône  font  des  angles  égaux  avec  le  plan  P,  car  ce  sont 
des  obliques  qui  s'éloignent  également  du  pied  de  la  perpendiculaire.  Aucune 
autre  ligne  passant  par  le  sommet  S  ne  peut  faire  le  même  angle  avec  le  plan  P. 

12o.  La  trace  FE  {Jig.  84)  du  plan  Q  tangent  au  cône  le  long  de  la  généra- 
trice SM  est  tangente  au  cercle  A  du  cône,  et  par  conséquent  perpendiculaire 
au  rayon  OM  et  à  la  génératrice  SM.  Ces  lignes  comprennent  ainsi  un  angle  égal 
à  celui  des  plans  P  et  Q. 

Il  suit  de  lii  que  tous  les  plans  tangents  à  un  cône  de  révolution  font,  avec  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe,  des  angles  égaux  à  ceux  que  forment  les  généra- 
trices, et  par  conséquent  égaux  entre  eux. 

Tout  plan  passant  par  le  sommet  S,  et  faisant  avec  le  plan  P  le  même  angle 
que  les  génératrices,  est  tangent  au  cône. 

126.  On  emploie  le  cône  de  révolution  par  la  solution  de  divers  problèmes. 
Nous  en  donnerons  immédiatement  un  exemple. 

Dél.ermmer  les  génératrices  d'un  cône  qui  font  un  a/iif/c  donné  avec  le  plan 
horizontal. 

Soient  (5,  s')  le  sommet  et  .A.  la  trace  borizontale  du  cône  donné  (fig.  85).  Nous 
traçons  la  droite  s'e'  faisant  l'angle  donné  avec  la  ligne  de  terre,  et  la  droite  se 
parallèle  à  cette  ligne.  Les  génératrices  cherchées  appartiennent  à  un  cône  de 
révolution  dont  l'axe  est  la  verticale  du  point  s,  et  dont  la  droite  {se,  s'e')  est 
une  génératrice.  La  trace  de  ce  cône  est  le  cercle  décrit  du  point  s  comme  centre, 
avec  se  pour  rayon.  Ses  rencontres  p  et  q  avec  A  font  connaître  les  droites 
(^sp,  s'p'),  (sq,  s'fj')qu'\  satisfont  à  la  question. 

On  remarquera  la  manière  dont  ces  lignes  sont  ponctuées,  suivant  leur  posi- 
tion sur  les  nappes  du  cône. 

Si  l'arc  décrit  du  point  s  comme  centre,  avec  se  pour  rayon,  ne  rencontrait  pas 
la  (race  du  cône,  le  problème  n'aurait  pas  de  solution. 

120  a.  Me/ier  par  un  point  {a,  «')  (//g.  /,  Pi.  L  V)  une  droite  faisant  respectivement 
avec  le  plan  horizontcd  et  avec  le  plan  rertical  de  projection  des  angles  donnés  a  et  j3, 

La  droite  cherchée  appartient  à  deux  cônes  de  révolution  qui  ont  leur  sommet 
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au  puint  (a,  a')  et  qui  peuvent  6tre  détenuines  par  la  construction  in(li(|uée  à 
l'article  126.  Les  axes  de  ces  concs  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
plans  de  projection.  La  droite  (ab,  à b'),  parallèle  au  plan  vertical  et  faisant  avec 
le  plan  horizontal  l'angle  y.,  est  une  génératrice  du  premier.  L'horizontale 
{ac,  a'c),  qui  rencontre  le  jdan  vertical  sous  l'angle  [i,  appartient  au  second. 
Nous  ne  considérerons  d'ahord  sur  chaque  cône  qu'une  nappe. 

Si  nous  coupons  les  deux  cônes  par  une  sphère  ayant  son  centre  à  leur  sommet 
commun,  nous  aurons  deux  cercles  dont  les  points  de  rencontre  détermineront 
des  génératrices  communes,  c'est:à-dire  des  droites  satisfaisant  au  prohlème. 

Nous  prenons  la  sphère  qui  a  pour  rayon  àb'  :  son  intersection  avec  le  pre- 
mier cône  est  le  cercle  décrit  sur  le  plan  horizontal  du  p*jnt  a  comme  centre, 
avec  ab  pour  rayon. 

Le  cercle  suivant  lequel  la  sphère  coupe  le  second  cône  est  dans  un  plan  de 
front.  On  en  ohtient  un  point  (c,  c')  en  portant  sur  la  génératrice  (ac,  de')  une 
longueur  égale  au  rayon  a'b'  de  la  sphère.  La  projection  horizontale  du  cercle 
est  la  droite  cnm,  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  sa  projection  verticale,  le  cercle 
décrit  du  point  a'  comme  centre,  avec  a' c'  pour  rayon. 

Les  projections  horizontales  des  cercles  se  coupent  en  m  et  en  //,  leurs  projec- 
tions verticales  en  m'  et  en  «'.  ("-es  points  se  correspondent  de  manière  à  déter- 
miner deux  rencontres,  car  les  courbes  sont  sur  une  même  sphère.  Nous  trouvons 
donc  deux  génératrices  communes  {am,  a'm)  et  {an,  a'/t'). 

Si  nous  considérons  les  cônes  dans  toute  leur  étendue,  la  sphère  coupera  cha- 
cun d'eux  suivant  deux  cercles  situés  à  des  distances  égales  du  sommet.  Ces 
cercles  donnent,  en  général,  huit  points  d'intersection  qui  appartiennent  à 
quatre  génératrices  communes.  Nous  obtenons  ainsi,  outre  les  premières  droites, 
les  deux  droites  (pam,  n'a' m"  )  et  (qan,  m'a' n"),  qui,  comme  elles,  ^^atisfont  aux 
conditions  du  problème. 

La  construction  donne  des  solutions  toutes  les  fois  que  le  cercle  bmn  coupe  la 
droite  cnin,  et  par  suite  quand  on  a 

ae  <^  ba, 
ou  bien 

ae  <^  b'a, . 

Les  triangles  rectangles  aec  et  b'a,a'  ont  leurs  hypoténuses  égales;  l'inégalité 
précédente  conduit  donc,  pour  les  angles  opposés  aux  côtés  ae  et  è'a,,  à  la  relation 

ace  <^  b'a'a,, 
c'est-à-dire  ii 

3  <  90°  —  a, 
d'où 

a  -f-  ;3  <  90". 
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Il  est,  en  l'U'et.  lacilc  fie  recomiaitre  (|ue,  lor'sijiruno  droite  est  dans  un  pian 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  les  angles  aigus  qu'elle  fait  avec  les  plans  de 
projection  sont  complémentaires,  et  que,  pour  toute  autre  position,  la  somme  de 
ces  angles  est  inférieure  ii  qo". 


CHAPITRE  m. 

PL\NS   TANGENTS   AL    CVLINDlîK    KT    \l     CONE. 


Constidctioii  (IcM  plans  fn/ti^c/its. 

127.   Mener  un  plan  tangent  à  un  cyUndre  en  un  point  donné  de  la  surface  (  '  ). 

Soit  (///,  m'  )  le  point  (Jig-  '"^7.  A"/-  XVIIl).  Tne  seule  de  ses  deux  projections 
peut  être  prise  arliitrairement,  l'aulrc  sera  déterminée  comme  il  est  dit  aux 
articles  111  et  115. 

Le  plan  tangent  au  |»oinl  \in,  m')  e^^l  tangent  tout  le  long  de  la  génératrice 
{mh,  m' h'  ),  et  sa  tra<'e  horizontale  est  la  droite  T  tangente  ii  la  trace  A  du  cvlindrc 
au  point  h. 

Sa  trace  verticale  T'  passe  par  la  trace  c'  de  la  génératrice  de  contact,  et  par  le 
point  où  ï  rencontre  la  ligne  de  terre.  Ce  point  étant  éloigné,  nous  y  suppléons 
en  menant  par  un  point  (n,  n  )  de  la  génératrice  une  droite  {ng,  n  g')  parallèle 
à  la  trace  (T,  XY).  Cette  ligne  se  trouvera  dans  le  plan  tangent,  et  sa  trace  verti- 
cale g'  sera  un  point  de  T'. 

1*28.    Mener  à  un  cyli/nlre  un  plan  tangent  par  un  point  extérieur. 

Soit  (m,  né)  le  point  donné  (//g.  88).  Le  plan  cherché  devant  contenir  une 
génératrice,  la  droite  (nib,  m' h')  menée  parle  point  {m,  m')  parallèlement  aux 
génératrices  y  sera  tout  entière.  La  trace  horizontale  du  plan  passe  donc  par  la 
trace  bde  cette  droite;  elle  doit  d'ailleurs  être  tangente  à  la  trace  A  du  cylindre, 
et  il  y  a  autant  de  solutions  que  l'on  peut  mener  de  droites  satisfaisant  à  ces 
deux  conditions  :  nous  en  trouvons  deux,  T  et  T,. 

Les  traces  lnirizontales  des  génératrices  de  contact  sont  les  points  de  lan- 
gence  r  et  /•, . 

Les  traces  verticales  des  plans  passent  par  la  trace  verticale  de  la  droite; 
(nib,  né b');  sur  notre  épure  ce  point  est  éloigné;  nous  ne  pouvons  pas  non  plus 

(';  I.CS  iii-oblcnic'S  traités  aux  articles  127,  128  cl  1:2!!  olaiit  (mi  ciix-môincs  1res  aisés,  nous  avons 
disposé  les  données  de  manière  à  introduire  do  petites  difficullés  i,'ra|ilii(|ues,  avec  lesquelles  il  est 
nécessaire  (lue  les  élèves  soient  familiarisés. 
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utiliser  les  traces  des  généralrices  de  coiilart;  alors  nous  avons  mené  [)ai'  le 
point  (w,  m')  des  parallèles  aux  traces  horizontales  des  plans  (anijenls.  (les 
droites  (^mc,  m'e'),  (rne,,  m'e\)  sont  dans  les  plans  cherchés,  et  leurs  traces  e' 
et  e\  achèvent  de  déterminer  les  traces  T'  et  T,  des  plans. 

Les  droites  auxiliaires  parallèles  aux  traces  T  et  T,  peuvent  évidemment  être 
menées  par  tout  point  de  la  droite  (/ne,  m'b'). 

129.  Mener  à  un  cylindre  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite. 

Soit  (D,  D')  la  droite  donnée  {fig.  89).  Par  un  point  (m,  m')  de  cette  droite, 
nous  menons  une  droite  {mg,  //z'^')  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  et 
nous  déterminons  la  trace  horizontale  eg  du  plan  de  ces  deux  droites. 

Le  plan  cherché  doit  être  parallèle  à  chacune  d'elles;  sa  trace  est  donc  paral- 
lèle à  eg,  et  il  v  aura  autant  de  solutions  que  la  trace  A  du  cylindre  admettra 
de  tangentes  parallèles  à  cette  droite;  nous  en  trouvons  deux,  T  et  T,. 

Pour  avoir  les  traces  verticales,  par  des  points  h  et  è,,  pris  sur  les  traces  T 
et  T,,  nous  menons  des  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre.  Ces  droites  sont 
respectivement  dans  les  plans  tangents,  et  leurs  traces  verticales  c'  et  c\  sont 
sur  les  traces  verticales  T'  etT',  de  ces  plans.  T'  passe  par  c  et  par  le  point  k  oùT 
rencontre  la  ligne  de  terre;  T,  passe  par  c\  et  est  parallèle  à  T. 

Pour  diminuer  le  nombre  des  lignes  à  tracer,  nous  avons  pris  les  points  b  et  /;, 
sur  une  parallèle  aux  projections  horizontales  des  génératrices. 

Les  droites  T'  et  T,  sont  parallèles  à  la  trace  verticale  du  plan  qui  passe 
par  (D,  D')  et  par  {mg,  m' g').  Il  est  quelquefois  utile  de  construire  cette  ligne. 

lôO.   Mener  un  plan  tangent  à  un  cône  par  un  point  extérieur. 

Le  cône  est  donné  par  son  sommet  {s,  s' )  (Jig.  90)  et  par  sa  trace  A.  Nous  le 
supposons  limité  à  son  sommet  et  au  plan  horizontal.  Nous  avons  indiqué  le 
contour  apparent  sur  le  plan  vertical  :  il  n'y  en  a  pas  sur  le  plan  horizontal.  Le 
point  donné  est  {m,  m' ). 

Le  plan  cherché,  devant  contenir  une  génératrice  du  cône,  passera  par  son 
sommet,  et  par  suite  la  droite  (sni.  s'nï )  y  sera  tout  entière.  La  trace  horizon- 
tale du  plan  passe  donc  par  la  trace  horizontale  1/  de  cette  droite;  elle  doit 
d'ailleurs  être  tangente  à  la  trace  A  du  cône;  il  y  a  autant  de  solutions  que  l'on 
peut  mener  de  droites  satisfaisant  à  ces  conditions.  Nous  en  trouvons  deux.  T  et 
T,.  Les  génératrices  de  contact  sont  {sr,  s'r')  et  (sr,.  s'r\  ). 

La  trace  verticale  de  chacun  des  deux  plans  passe  pai'  la  trace  verticale  r'  de 
la  droite  (sm,  s'm' ). 

lilO  a.  Lorsque  le  point  ni,  m  est  donné  sur  la  surface  du  cône,  le  point  b 
est  sur  la  trace  A,  et  la  construction  donne  un  seul  |)lan  tangent,  dont  la  trace 
horizontale  est  la  tangente  en  b  à  la  courbe  A. 

13i .   Mener  à  un  cône  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Le   plan  cherché  contient   la  droite  (sb,  s'b')  menée  par   le  sommet  (s,  .v') 
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paralli'Iciiii'iil  ;i  la  dniilc  donnée  (  D,  D' )  (/iif.  <}o).  La  question  se  trouve  ainsi 
laineiiée  au  prolyli'uie  que  nous  venons  de  traiter. 

I.V2.  Les  prol)lèmes  que  nous  avons  résolus  dans  les  articles  précédents  peu- 
vent être  considérés  comme  des  questions  d'omhre  (  '  )  pour  des  cylindres  d'une 
longueur  indéfinie. 

Si  un  cylindre  est  éclairé  par  des  rayons  qui  divergent  d'un  point  (m,  m') 
{fig-  88),  les  lignes  d'ombre  seront  les  génératrices  de  contact  des  plans  tan- 
gents (T,  T'),  (T,,  T,  );  car  les  rayons  dirigés  de  {m,  m')  aux  différents  points 
de  ces  génératrices  seront  tangents  comme  contenus  dans  des  plans  tangents. 

Les  traces  des  plans  tangents  au  delà  des  points  de  contact  sont  les  limites 
des  ombres  portées  sur  les  plans  de  projection;  ainsi  l'ombre  sur  le  plan  hori- 
zontal est  itrii\  II,. 

Si  \i\/ig:  88  avait  été  établie  en  vue  d'un  proldème  d'ombre,  les  parties  hr 
et  hr,  des  traces  auraient  dû  être  pointillées. 

Là  fig.  89  montre,  pour  un  cylindre  éclairé  par  des  rayons  parallèles  à  une 
direction  (D,  D),  les  génératrices  limites  de  l'ombre  propre,  et  les  traces  des 
plans  tangents  qui  limitent  l'ombre  portée  sur  les  plans  de  projection.  Consi- 
dérées comme  lignes  d'ombre  sur  le  plan  hoi'izontal,  les  droites  T  et  T,  ne 
devraient  pas  être  prolongées  à  droite  des  points  /•  et  /,. 

La/ïg.  90  présente  également  les  constructions  nécessaires  pour  déterminer 
les  ombres  d'un  cône. 

153.  Mener  à  un  cylindre  un  plan  tangent  (/ni  fasse  «cfc  le  plan  horizontal  un 
angle  donné. 

Prenons  un  point  {s,  s')  (fig.  86),  et  considérons-le  comme  le  sommet  d'un 
cône  de  révolution  dont  les  génératrices  rencontrent  le  plan  horizontal  sous 
l'angle  donné.  Nous  pouvons  tracer  l'une  des  deux  génératrices  parallèles  au 
plan  vertical,  puis  le  cercle  trace  horizontale  du  cône  (art.  126). 

Le  plan  cherché  fait  avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  que  les  plans  tan- 
gents au  cône;  d'ailleurs  il  contient  une  génératrice  du  cylindre;  il  est  donc 
parallèle  au  plan  mené  tangentiellement  au  cône  par  la  droite  (sb,  s'b')  parallèle 
aux  génératrices  du  cylindre  :  sa  trace  est  ainsi  parallèle  à  /  ou  à  u;  c'est  T, 
T,,  U  ou  Ll,. 

Nous  trouvons  ainsi  quatre  solutions,  mais  il  n'y  en  aurait  que  deux  si,  par 
la  nature  du  problème,  le  dièdre  égal  à  l'angle  donné  devait  être  du  côté  du 
cylindre;  les  traces  T,  et  U,  seraient  alors  à  rejeter,  parce  que  les  plans  qu'elles 
déterminent,  bien  que  parallèles  aux  deux  autres,  devraient  être  considérés  comme 
formant  avec  le  plan  hori/.ontal  des  angles  supplémentaires  de  l'angle  donné. 


(•)  Les  généralités  relatives  aux  ombres  linéaires  soiil  exposées  clans  lo  Livre  cinquiàiH-  1  lieuxiènie 
Partie). 


CHAPITRE  III.  —  PLANS  TANOENÏS  AU  CYLINDKE  ET  AU  COiNE.  ()  ) 

Un  obtient  la  trace  veiticalo  do  chaque  plan  en  cherchant  la  trace  verlicale  ilc 
la  génératrice  de  contact,  ou  d'une  droite  parallèle  à  cette  ligne  menée  par  un 
point  quelconque  de  la  trace  horizontale.  .Nous  avons  cru  inutile  de  reproduire 
ces  constructions. 

Il  n'y  aurait  pas  de  solution  si  le  |)oint  h  était  dans  l'intérieur  du  cercle  s,  et 
si  la  trace  du  cône  n'avait  pas  de  tangente  |)arallèle,  ni  à  /  ni  à  //. 

loi'.  Mènera  un  cône  un  plan  lanf;eiit  r/ui  fasse  un  angle  donné  avee  le  plan 
horizontal. 

On  construira  la  trace  horizontale  d'un  cône  de  révolution  qui  aura  son  som- 
met au  sommet  du  cône  donné,  et  dont  les  génératrices  feront  l'angle  donné  avec 
le  plan  horizontal.  Les  plans  cherchés  auront  pour  traces,  sur  ce  plan,  les  tan- 
gentes communes  aux  traces  du  cône  donné  et  du  cône  de  révolution. 

Si  l'angle  donné  est  aigu,  et  si  le  dièdre  qui  lui  est  égal  doit  être  du  côté  du 
cône,  on  ne  devra  admettre  que  les  tangentes  qui  laisseront  les  traces  d'un 
même  côté. 

Il  V  a  des  cas  d'impossibilité  dans  ce  problème  comme  dans  le  précédent. 

Solution,   par  la   théorie  des  plans  tangents  an  eône  de  révolution,  de 
divers  problèmes  relatifs  à  la  ligne  droite  et  au  plan. 

153.  On  emploie  un  cône  de  révolution  dans  toutes  les  questions  où  un  plan 
doit  faire  avec  un  plan  donné  un  angle  donné. 

Construire  un  plan  (jui passe  par  une  droite  donnée  et  fasse  un  angle  donné  avec 
le  plan  horizontal. 

Soit  (bc,  b'c')  la  droite  donnée  {fig.  92).  Un  point  {s,  s  )  de  cette  ligne  est 
pris  pour  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  dont  les  génératrices  font  avec  le 
plan  horizontal  l'angle  donné.  Il  n'y  a  qu'à  mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  qui 
contienne  la  droite  :  nous  en  trouvons  deux  (P,  P')  et  (Q,  Q').  Si  le  sens  de 
l'inclinaison  était  indiqué  par  la  nature  du  problème,  il  pourrait  y  avoir  lieu  de 
rejeter  une  des  deux  solutions. 

La  trace  P  ne  rencontrant  pas  la  ligne  do  terre,  pour  déterminer  P'  nous  avons 
cherché  la  trace  verticale  d'une  droite  passant  par  deux  points  (m,  m')  cl  {n,  n'), 
situés  l'un  sur  la  droite  donnée,  l'autre  sur  la  trace  du  plan. 

1 56.  Construire  un  plan  qui  contienne  une  droite  donnée  et  fasse  un  angle  donné 
avec  un  plan  donné. 

On  ramène  cette  question  à  la  précédente,  en  changeant  les  plans  de  projec- 
tion (art.  GO). 

Soient  (P,  P'  )  le  plan  et  {eh,  é h'  )  la  droite  {fig.  91).  Nous  prenons  un  plan 
auxiliaire  {cg,  gg  )  perpendiculaire  au  plan  horizontal  et  au  plan  donné,  et  nous 

1.    —    Du  LA   GutRNLEli;.   —   DciCliptilC.  U 
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le  ralcitloiis  en  le  Caisanl  tourner  aiiluur  de  la  droite  r^'- qui  devient  une  nouvelle 
ligne  de  terre;  la  trace  du  plan  (P,  P')  sur  ce  nouveau  |)lan  vertical  est  P". 

La  droite  donnée  coupe  le  plan  auxiliaire  au  point  (  ,v,  /)  qui  se  place  en  s" 
sur  le  rabattement.  Nous  prenons  ce  point  pour  sommet  d'un  cône  de  révolution 
dont  les  génératrices  font  l'angle  donné  avec  le  plan  (P,  P").  En  traçant  les 
droites  s"0"  et  s"R",  l'une  perpendiculaire  à  P",  l'autre  ayant  sur  cette  droite 
l'inclinaison  voulue,  nous  avons  l'axe  du  cône,  et  l'une  des  deux  génératrices 
situées  dans  le  plan  auxiliaire.  Nous  rabattons  le  plan  (P,  P")  sur  le  plan  bori- 
zontal,  et  nous  décrivons  le  cercle  OR  trace  du  cône. 

La  droite  donnée  (eh,  e'/i)  perce  le  plan  (P,  P"  )  au  point  {h,  h"  )  qui  se  place 
en  B.  Les  tangentes  B/et  BX-sont  les  traces  des  plans  chercbés  sur  le  plan  (P,  P") 
rabattu;  elles  rencontrent  le  rabattement  P',  de  la  trace  verticale  P'  aux  points 
w,  ot/^?,,  que  nous  relevons  sur  P'  en  m  et/î.  Comme  d'ailleurs  les  plans  doivent 
contenir  la  droite  {eh,  e'h'),  on  voit  que  leurs  traces  sur  les  plans  coordonnés 
primitifs  sont  kei  et  inh'  pour  l'un,  cj  cljmh'  pour  l'autre. 

157.  Connaissaiil  une  face  [i  d'un  angle  Iriêdre,  l'angle  dièdre  opposé  B  et  l'un 
des  deux  autres  C,  tromper  les  faces  inconnues  a  et  y,  et  le  troisième  angle  dièdre  A. 

Par  un  point  S  ( fig.  6i,  Pi.  XIV)  nous  traçons  sur  le  plan  de  la  tiguie  sup- 
posé liorizontal  deux  droites  Se  et  Srt  comprenant  entre  elles  l'angle  [î;  nous 
prenons  un  plan  vertical  EN  perpendiculaire  à  l'arête  Se,  et  nous  plaçons  sous 
l'inclinaison  donnée  C  la  trace  verticale  ER  de  la  face  opposée  à  Sa.  Pour  former 
l'angle  trièdre,  il  faut  mener  par  la  droite  Sa  un  plan  formant  avec  le  plan  (SE,  ER) 
l'angle  donné  B;  c'est  un  problème  que  nous  savons  résoudre  (art.  156)  :  la 
position  particulière  des  données  rend  la  construction  très  facile. 

Nous  traçons  les  droites  NP  etNR,  l'une  perpendiculaire  h  ER,  l'autre  formant 
avec  cette  droite  l'angle  B  :  ce  sont  l'axe  et  une  génératrice  d'un  cône  de  révolu- 
tion auquel  la  troisième  face  doit  être  tangente.  Si  nous  rabattons  le  plan  (SE,  ER) 
sur  le  plan  horizontal,  nous  pourrons  décrire  le  cercle  base  du  cône  et  placer  la 
troisième  arètc  SL  qui  doit  le  toucher;  cette  construction  nous  fait  connaître 
l'angle  ftSc  du  plan  de  la  seconde  face. 

La  tangente  SJ  doit  être  rejetée;  elle  correspond,  en  efl'et,  à  une  face  qui  serait 
en  deçà  de  l'axe  du  cône  par  rapport  à  l'arête  Se,  et  qui  par  conséquent  ferait 
en  regard  de  la  face  j3  non  pas  l'angle  B,  mais  son  supplément. 

Si,  les  angles  ^  et  C  restant  les  mêmes,  l'angle  B  était  remplacé  par  son  sup- 
plément, la  construction  ne  serait  pas  modifiée;  elle  convient  donc  à  deux  angles 
trièdres  différents.  Suivant  qu'une  droite  Si  tangente  à  la  base  du  cône  laissera 
les  points  />  et  E  d'un  même  côté,  ou  passera  entre  eux,  elle  correspondra  à 
l'angle  trièdre  dans  le(juel  l'angle  B  est  aigu,  ou  à  celui  dans  lequel  il  est  obtus. 

Sur  la  //.!,'•.  Ci  bis  cet  angle  est  aigu,  et  cliacune  des  tangentes  SI  et  SJ  laisse 
les  poiiits/v  et  E  d'un  même  côté;  elles  doivent  donc  être  admises  toutes  les  deux. 
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mais  la  dernière  se  trouvant  ahaisséc  au-dessous  du  plan  liorizontai  quand  le 
plan  (SE,  ER)  est  relevé,  c'est  son  prolongement  S//  (]ui  forme  la  troisième 
arête.  Nous  trouvons  ainsi  que  l'anjile  plan  de  la  seconde  face  est  égal  à  èSE  ou 
à  è'SE. 

Si,  les  angles  ^  et  C  conservant  les  grandeurs  qu'ils  ont  sur  \i\ //"-.  Gi  his, 
l'angle  B  était  remplacé  par  son  supplément,  les  deux  tangentes  devraient  être 
rejetées,  et  l'angle  trièdre  serait  impossible. 

158.  Supposons  que  l'on  rabatte  la  troisième  face  en  la  faisant  tourner  autour 
de  Sfl  :  le  point  de  contact  I  (fig-  Gi)  se  placera  sur  l'arc  de  cercle  décrit  du 
point  S  comme  centre,  avec  SI  pour  rayon.  Comme  d'ailleurs  nous  savons  que  sa 
distance  au  sommet  N  du  cône  est  la  longueur  NR  d'une  génératrice,  nous  pou- 
vons déterminer  sa  position  I,  par  recoupement. 

Dans  l'espace,  la  troisième  arête  est  tangente  à  la  base  du  cône,  et  par  suite 
perpendiculaire  à  la  génératrice  du  point  de  contact  I.  D'après  cela  le  rabatte- 
ment sb^  doit  être  tangent  en  1,  au  cercle  dont  le  centre  est  en  N,  et  dont  le 
rayon  égale  NB. 

Si  Le  cercle  décrit  du  pointy^  comme  centre  passait  par  le  point  S,  les  points  I, 
J  et  I|  se  réuniraient  à  S,  et  l'angle  NS/^,  serait  droit. 

Sur  la^g'.  Gi  bis,  en  menant  du  point  S  des  tangentes  an  cercle  dont  le  rayon 
est  NR,  nous  trouvons  que  la  troisième  face  estaSô,  dans  la  première  solution, 
et  aSb\  dans  la  seconde.  Ces  angles  sont  supplémentaires. 

139.  Lajig.  6i,  faite  en  ordre  inverse,  donne  une  solution  du  problème  de 
l'angle  trièdre  dans  le  troisième  cas,  déjà  examiné  à  l'article  77. 

Les  données  sont  les  angles  cSa,  aS6,  et  NER.  Les  diverses  droites  qui  les 
forment  sur  la  figure  étant  placées,  on  abaisse  les  perpendiculaires  NI,  elNP.  Un 
cône  de  révolution  dont  Taxe  serait  NP,  et  dont  la  droite  NR  égale  à  NI,  serait 
une  génératrice,  toucherait  la  face  «Se,  relevée,  et  la  troisième  arête  du  trièdre 
serait  tangente  au  cercle  de  sa  base  situé  dans  le  plan  (SE,  ER).  Si  donc  nous 
rabattons  ce  plan  par  une  rotation  autour  de  SE,  nous  pourrons  tracer  le  cercle 
de  centre /j,  de  rayon /?r  égal  à  PR,  que  la  troisième  arête  devra  toucher. 

Les  tangentes  SI  et  SJ  doivent  être  admises  toutes  les  deux,  parce  qu'elles  se 
trouvent,  après  le  relèvement,  sur  la  partie  du  plan  (jui  forme  avec  le  plan  hori- 
zontal l'angle  donné  C.  Nous  trouvons  ainsi  deux  grandeurs  ESI.  ES.T  pour  le 
troisième  angle  plan. 

Il  y  a  deux  cas  d'impossibilité  :  celui  où  les  tangentes  sont  toutes  les  deux  sur 
la  partiejnférieure  du  plan  de  la  trpisième  face,  et  celui  où  le  cercle  décrit  du 
point  N  comme  centre  avec  NI,  pour  rayon  ne  rencontre  pas  la  droite  ER. 

140.  Mener  un  plan  tangent  à  deux  cônes  de  révolution  dont  les  sommets  coïn- 
cident, et  dont  les  axes  sont  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 

Connaissant  les  angles  au  sommet  et  les  axes  EP,  EQ  des  deux  cônes  (Jig-  ^9«. 
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PI.  XIII),  nous  pouvons  (racor  l'une  des  deux  génératrices  que  ciiacun  d'oiix 
popsi'de  sur  le  plan  iiorizontal.  Nous  obtenons  ainsi  la  droite  E./'  généralriee  du 
picinicr  cône  et  la  droite  Ey  génératrice  du  second. 

D'un  point  P  de  l'axe  du  premier  cône,  nous  abaissons  une  perpendiculaire  Vx 
sur  Ea"  :  une  splii'ii'.  ayant  son  centre  en  P  et  P.r  pour  rayon,  sera  toucliée  par 
toutes  les  génératrices  du  premier  cône  et  par  tous  ses  plans  tangents.  De  même 
une  splière,  ayant  son  centre  en  Q  et  pour  rayon  la  perpendiculaire  Qy  à  Ev,  sera 
touchée  par  tous  les  plans  tangents  du  second  cône.  Le  probli'me  revient  en  con- 
séquence il  mener  du  point  E  un  plan  tangent  à  deux  sphèi'cs  ayant  leurs  centres 
en  P  et  en  Q,  et  respeclivemenl  pour  rayons  Pj:-  et  Qr. 

Nous  supposons  maintenant  que  le  point  Q  a  été  déterminé  sur  EQ  par  la  con- 
ilition  (|ue  Qvait  la  même  longueur  (|ue  P.r  :  les  deux  sphères  sont  égales,  et 
la  trace  du  plan  tangent  est  la  droite  El  parallèle  à  la  ligne  des  centres  PQ. 

Nous  prenons  un  plan  vertical  de  projection  perpendiculaire  à  l'un  des  axes  EP  : 
le  cône  correspondant  a  pour  trace  verticale  un  cercle  dont  nous  n'avons  tracé 
qu'un  quart;  la  tangente  h' est  la  trace  du  plan  tangent. 

La  seconde  tangente  menée  du  point  I  à  la  trace  du  cône  donne  une  seconde 
solution.  Chacun  des  deux  plans  tangents  ainsi  obtenus  laisse  les  sphères  d'un 
même  côté.  Si  les  sphères  devaient  être  placées  de  côtés  différents  du  plan  tan- 
gent, la  trace  de  ce  plan,  au  lieu  d'être  parallèle  à  la  ligne  des  centres  QP.  pas- 
serait par  le  milieu  de  cette  droite  ('). 

liO  a.  Mener  par  un  point  (a,  a')  {Jig.j,  PI.  LV),  un  plan  faisant  a^'ec  le  plan 
horizontal  et  avec  le  plan  vertical  de  projection  des  angles  donnés  a  et  ^. 

D'après  la  méthode  indiquée  à  l'article  15.">,  il  faut  considérer  deux  cônes  de 
révolution  ayant  leur  sommet  au  point  (r/,  a')  et  coupant  respectivement  le  plan 
horizontal  et  le  plan  veilical  sous  les  angles  a  et  [B,  puis  leur  mener  un  plan 
langent  commun. 

Le  plan  passant  par  («,  a')  et  perpendiculaire  ;i  la  ligne  de  terre  contient  les 
axes  des  deux  cônes.  Nous  le  rabattons  sur  le  plan  horizontal  en  le  faisant  tour- 
ner autour  de  sa  trace  I«E.  Le  point  [a,  a')  se  place  en  A;  les  axes  sont  \a 
et  Aa, .  On  établit  sans  dif'ticulté  sur  ce  rabattement  les  droites  kb  et  Ar,,  dont 
chacune  est  la  génératrice  d'un  cône. 

La  méthode  des  sphères  inscrites  (  ait.  1 10)  donne  un  moyen  facile  de  con- 
struire les  plans  tangents  aux  deux  cônes. 

Nous  prenons  un  point  o  sur  \a,  eî  nous  déterminons  sur  \a\  un  point  o^ 
tel  que  les  droites  or  et  (»,/•,,  res[)eclivement  perpendiculaires  ii  \lt  ei  ii  Ar,. 
soient  égales.  Les  points  o  et  o,  sont  les  centres  de  deux  splii'res  de  ravons 

(';  La  soliilioii  (lu  |irnlil(''TiiP  lie  Inrliclo  \W.  pni'  l;i  ('oïL-ildérnlion  dp  driix  spliPi'PS  ('-gales,  est  due  ù 
IlaclieUe.  Olivici-  ,i  dniinr  uiir  iiiilic  s(ilnli(Jii  de   cr  |ii-(ilil('iiicî. 
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égaux,  (iont  ciiaciinccst  inscriti'  dans  un  cône.  Un  plan  tangent  aux  cùncs  touclio 
ces  sphères,  et  a  pour  trace  une  droite  EF,  parallèle  à  la  ligne  des  centres  oo, 
et  passant  par  le  sommet  A.  Lorsque  nous  relevons  le  plan  des  axes,  le  point  F, 
se  place  en  F.  Les  traces  du  plan  demandé,  sur  les  plans  de  projection,  passent 
par  les  points  E  et  F  et  sont  respectivement  tangentes  aux  traces  des  cônes.  On 
trouve  les  deux  plans  (HE,  HF)  et  (KE,  KF). 

En  considérant  la  seconde  nappe  du  cône  dont  l'axe  est  Art',,  on  voit  que  le 
centre  de  la  sphère  qui  lui  est  inscrite  aurait  pu  être  placé  en  Oo,  à  une  distance 
de  A  égale  à  Ao,.  La  ligne  des  centres  eût  alors  été  oon.  Cette  construction  fait 
trouver  deux  plans  (PGU,  PS)  et  (OGY,  QT),  qui,  comme  les  premiers,  satis- 
font aux  conditions  du  problème. 

On  peut  obtenir  ces  nouvelles  solutions  par  la  considération  des  premières 
sphères,  en  remarquant  qu'elles  admettent  des  plans  tangents  alternes  ayant 
une  trace  commune  AG  qui  coupe  la  ligne  des  centres  en  son  point  milieu  03. 
Par  les  mêmes  motifs,  la  ligne  EF,  passe  au  point  o^,  milieu  de  oo^.  Il  résulte 
de  là  que  les  droites  AE  et  AG  ont  des  positions  symétriques  par  rapport  à  A«, 
et  par  suite  que  les  points  E  et  G  sont  à  des  distances  égales  de  a.  On  recon- 
naît de  la  même  manière  que  la  projection  a  est  également  éloignée  de  F  et  du 
point  où  se  rencontrent  les  traces  verticales  PS  et  QT.  Ce  point  est  déterminé 
sur  la  ligne  lE  par  l'arc  de  cercle  décrit  du  point  I  comme  centre,  avec  IG,  pour 
rayon.  Il  se  trouve  très  rapproché  du  point  G,  et  par  suite  les  traces  PS  et  PU 
forment  un  angle  peu  différent  de  180°. 

Les  axes  des  cônes  étant  à  angle  droit,  l'une  de  ces  surfaces  ne  peut  pas  être 
dans  l'intérieur  de  l'autre.  Elles  ont  quatre  plans  tangents  communs  lorsqu'elles 
ne  se  rencontrent  qu'à  leur  sommet  (a,  a).  Il  faut  pour  cela  que  la  somme  des 
angles  bAa  et  c,  Art', ,  formés  par  les  génératrices  avec  les  axes,  soit  inférieure 
à  90",  et,  comme  ces  angles  sont  complémentaires  de  a  et  de  ^,  on  doit  avoir 

a  -H  '^  >  90". 

Lorsque  la  somme  a  -f-  'i  atteint  ()o",  les  cônes  se  touchent  suivant  deux  gêné- 
ratrice^^,  et  il  n'v  a  que  deux  solutions  distinctes;  elles  se  réduisent  à  une  seule 
quand  un  des  angles  est  droit  et  l'autre  nul. 

Enfin,  quand  la  somme  a  -1-  [5  est  inférieure  à  90",  les  cônes  se  coupent,  et  il 
est  facile  de  reconnaitre  que  la  construction  ne  donne  plus  de  snlnlinn.  En 
effet,  pour  que  les  deux  premières  solutions  soient  réelles,  il  finit  ^\\\v  l'on 
puisse  mener  du  point  E  et  du  point  F  des  droites  respectivement  tangentes  ;iux 
cercles  dont  les  centres  sont  a  et  a'.  On  a  donc 

rt/*  <  rt  E 
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OU  l)icn 

akh <  rtAE 
et 

c,\a\  <rt',AF,: 

ajoiitaiil  ces  doux  inégalités  ineml)re  ii  nicnil)rc.  on  Iroiive 

(90°  —  a)  -h  (90"  —  p)<  90", 

d'où 

a  -+-  p  >9i)". 

Les  points  E  et  G  étant  à  des  distances  égales  de  a,  si  le  premier  est  dans 
l'intérieur  du  cercle,  le  second  s'y  trouvera  aussi,  et  par  suite  les  deux  der- 
nières solutions  disparaissent  en  morne  temps  que  les  premières. 

On  doit  remarquer  que  le  plan  cherché  et  les  deux  plans  de  projection  forment 
un  trièdre  rectangle.  La  surface  du  triangle  sphérique  qui  lui  correspond  est 
mesurée  par  l'excès 

(a  -1-  p  +  90°)  —  t8o" 
ou 

a  -i-  ji)  —  90"  : 

lorsque  la  somme  a  -1-  [î  est  inférieure  à  90",  le  ti'iangie  sphérique  et  le  trièdre 
sont  imaginaires. 

I  il.  Déterminer  les  faces  a.  [5  et  y  d' ait  aiii^le  trièdre  dont  on  connaît  les  angles 
dièdres  A,  B,  (".. 

Nous  désignerons  simultanément  pa!' a,  [i  et  y  les  laces  de  l'angle  trièdre  et 
les  plans  qui  les  contiennent.  Nous  aurons  ainsi  l'angle  a  et  le  plan  a. 

Sur  le  plan  de  la  figure,  que  nous  supposons  horizontal,  nous  traçons  deux 
droites  EN  et  Mm'  cou)prenant  un  angle  égal  à  C  {Jig.  Ga,  Pi.  XIV),  et  nous  les 
considérons  comme  les  traces  de  deux  plans  verticaux,  qui  seront  ceux  des 
faces  P  et  a,  respectivement  opposées  aux  dii'dres  H  cl  A.  Nous  pouvons  de  plus 
supposer  que  le  sommet  de  l'angle  trièdi(^  se  trouver  au  poini  1'^. 

Le  phin  y  opposé  à  l'angle  G  passe  par  le  sommet  \\,  et  lait  avec  les  plans  verti- 
caux EN  et  E//?'  des  angles  connus  A  et  R.  Nous  pouvons,  par  conséquent,  déter- 
miner deux  cônes  de  révolution  qui  doivent  éli'e  touchés  par  ce  plan  ;  ils  ont  l'un 
et  l'autre  leur  sommet  en  E. 

Le  premier  cône  a  pour  axe  la  droite  V.c  perpendiculaire  ii  L.\  et  par  suite  au 
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plan  ^.  La  ligne  E«,  qui  fait  avec  le  prolongement  de  EN  un  angle  égal  à  A,  est 
une  des  deux  génératrices  contenues  dans  le  plan  horizontal.  De  même,  si  nous 
traçons  les  droites  EL  et  Ec,  faisant  respectivement  avec  EM'  un  angle  droit  et 
un  angle  égal  à  B,  nous  aurons  l'axe  et  une  génératrice  du  second  cône. 

En  opérant  comme  il  est  dit  à  l'article  140,  nous  déterminons  la  trace  hori- 
zontale El  du  plan  y  tangent  aux  deux  cônes,  et  sa  trace  h' sur  le  plan  vertical  IK 
perpendiculaire  à  EP  et  par  suite  parallèle  à  ^. 

Les  droites  Vcet  V^'sont  parallèles  aux  intersections  du  plan  '^  avec  les  plans  a 
et  y,  et  par  suite  l'angle  c\i  est  égal  à  |3.  Le  prohlème  peut  maintenant  être 
considéré  comme  résolu. 

141  a.  Les  constructions  faites  permettent  d'obtenir  très  facilement  les 
angles  a  et  y.  Nous  rabattons  le  plan  vertical  ^  autour  de  sa  trace  EN,  et  nous 
supposons  que  l'angle  trièdre  a  été  transporté  parallèlement  à  lui-même,  de 
manière  que  son  sommet  se  trouve  en  un  point  S  sur  la  verticale  du  point  E;  en 
traçant  SN  parallèle  à  M,  nous  avons  dans  ESN  la  face  Ji. 

Quand  le  sommet  de  l'angle  trièdre  est  élevé  en  S,  la  trace  El  du  plan  y  se 
transporte  parallèlement  à  elle-même,  et  vient  passer  par  le  point  N.  Les  deux 
traces  de  ce  plan  dans  sa  position  définitive  sont  w'N  et  NS;  les  deux  traces  du 
plan  a  sont  /?i'E  et  ES. 

Le  point  m,  intersection  des  traces  horizontales  des  plans  a  et  [i,  appartient 
à  la  troisième  arête;  il  est  facile  de  voir  que,  quand  on  rabat  ces  plans  sur  le 
plan  vertical,  le  point  w'  est  porté  en  M  d'un  côté,  et  en  M,  de  l'autre.  Les  angles 
cherchés  a  et  y  sont  ainsi  MSE  et  NS.M,. 

Nous  aurions  pu  placer  le  sommet  de  l'angle  trièdre  en  Y,  mais  nous  avons 
cru  (ju'en  lui  donnant  une  a-utre  position  S,  les  diverses  constructions  seraient 
plus  faciles  à  saisir  et  à  distinguer.  Si  l'on  suppose  que  les  points  V  et  S  soient 
d'un  même  côté  ,du  plan  horizontal,  les  rabattements  autour  des  lignes  de  terre 
EN  et  IK  sont  faits  en  sens  contraire,  et,  dans  l'espace,  la  droite  SN  est  paral- 
lèle, non  pas  à  lY,  mais  à  la  seconde  tangente  menée  du  point  I  à  la  trace  du 
cône.  Les  deux  tangentes  déterminent  deux  angles  trièdres  symétriques. 

Nous  avons  pris  le  point  P  du  côté  de  EN  où  nous  avions  placé  l'angle  C,  et 
le  point  Q  du  côté  de  Em'  où  est  le  même  angle,  de  manière  que  le  plan  de  la 
face  y  laissât  d'un  même  côté  les  deux  sphères  touchées.  Si,  conservant  le 
point  P,  nous  avions  placé  le  point  Q  sur  le  prolongement  de  LE  au  delà  de  E,  le 
plan  eût  passé  par  le  milieu  de  la  ligne  des  centres  (art.  140). 

141  h.  Pour  qu'il  y  ait  une  solution,  il  faut  que  la  longueur  Kl  soit  plus 
grande  que  le  rayon  Km.  On  reconnaîtra  que  cela  arrive  toutes  les  fois  que  la 
somme  des  trois  angles  donnés  surpasse  i8o  degrés.  Nous  ne  nous  arrêterons 
pas  à  cette  question  de  Géométrie  plane. 

Si  l'un  des  angles  dièdres  est  droit,  en  le  mettant  dans  la  position  C,  on  pourra 
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conserver  le  tracé,  mais  il  vaut  mieux  lui  donner  la  position  15;  le  second  cène 
se  réduit  à  son  axe  EQ,  et  le  pioijlèiiie  consiste  à  menei'  par  cette  droite  un  plan 
tangent  au  premier  cùne. 


CHAPITRE  IV. 

SECTIONS  PLANES  DU  CYLINDRE  ET  DU  CONE. 


Scctio/is  pleines  lUi  cyli/ulrc. 

141i.  Pour  construire  l'intersection  d'un  cylindre  par  un  plan,  on  pi'cnd  sur 
la  surface  un  certain  nombre  de  génératrices  conveiiahlement  espacées,  on 
détermine  séparément  les  points  où  elles  percent  le  plan,  et  on  les  réunit,  sur 
chaque  [)lan  de  projection,  par  un  trait  continu. 

Lorscjue  l'on  a  obtenu  les  projections  de  la  courbe,  ou  peut  déterminer  sa 
vraie  grandeur  en  rendant  son  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés,  et 
construire  sa  transformée  dans  le  développement  du  cylindre. 

i'"' ExEMi'LL.  —  Cjli/idrc  l'crtica! :  pUiit  sccaiit  perpendicidiiirc  au  plan   vcrtica'.  (Plaitc/ic  YXf.) 

145.  Nous  supposons  d'abord  le  cylindre  vertical,  et  le  plan  sécant  (P,  ?') 
(//g.  (j'i)  perpendiculaire  au  plan  vertical.  Les  projections  de  l'intersection  sont, 
sur  le  plan  horizontal,  la  trace  du  cylindre,  et,  sur  le  plan  vertical,  la  partie  de  la 
trace  du  plan  comprise  dans  le  contour  apparent  du  cylindre.  Nous  n'avons  donc 
à  déterminer  que  la  vraie  grandeur  de  la  section,  et  sa  transformée  par  dévelop- 
pement. 

Nous  rabattons  le  plan  sécant  sur  le  plan  verticd  en  le  faisant  tourner  autour 
de  sa  trace  P'.  Un  point  quelconque  (c,  c')  tourne  autour  du  pointe',  et  se  place 
en  C  sur  une  perpendiculaire  à  la  trace  P',  et  à  une  distance  de  cette  droite  égale 
à  c\,c.  Il  faut  opérer  sur  un  nombre  de  points  assez  giand  pour  (iii'on  puisse 
tracer  la  courbe  sans  incertitude. 

On  trouve  la  position  que  prend  une  tangente  {/r,  P'  )  en  clierchanl  |iar  le  même 
procédé  le  point  où  se  place  l'un  (juelconque  (/•,  /•')  de  ses  points,  ha  construc- 
tion est  un  peu  plus  simple  lorsque  l'on  choisit  un  point  tel  que  (/,  r/')  sur  une 
ligne  {d(/,,  d' )  déjà  tracée  sur  le  rabattement. 

On  peut  également  résoudre  le  probli'me  en  faisant  lonrncr  le  plan  autoui' 
(le  l'une  quelconque  de  ses  horizontales,  jusqu'il  le  rendre  paiallide  au  plan 
horizontal,  et  en  déterminant  la  nouvelh;  projection  de  la  courbe. 
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'i4i.  Dans  le  développement  du  cylindre,  la  trace,  étant  une  section  droite,  a 
pour  transformée  une  ligne  droite  à  laquelle  les  génératrices  sont  perpendicu- 
laires (art.  118). 

Nous  supposons  le  cylindre  coupé  suivant  la  génératrice  qui  a  sa  trace  en  a, 
et  nous  portons  sur  une  droite  XY  (Jig-  g'i)  des  longueurs  égales  aux  divisions 
successives  de  la  section  droite  à  partir  de  a;  nous  élevons  ensuite  des  perpen- 
diculaires auxquelles  nous  donnons  les  longueurs  des  génératrices  mesurées  sur 
le  plan  vertical  oîi  elles  sont  projetées  en  vraie  grandeur. 

L'angle  formé  par  une  tangente  de  la  courbe  et  la  génératrice  du  point  de 
contact  est  le  même  dans  l'espace  et  le  développement  (art.  118).  D'après  cela, 
il  est  facile  de  construire  la  tangente  de  la  transformée,  en  un  point  (|uel- 
conque  F  (_/iii'.  9i). 

Considérons  le  triangle  rectangle  formé  par  la  génératrice  du  point  (/./') 
(/ig.  Ç}3),  la  tangente  de  la  courbe  en  ce  point,  et  sa  projection// sur  le  plan 
horizontal  qui  contient  le -point  (  //,  d)  :  pour  reproduire  ce  triangle  sur  le  déve- 
loppement, il  suffit  de  prendre  la  longueur o/  (Jig.  94)  égale  à//  (Jîg.  <)3); 
l'hvpoténuse  Ft  est  la  tangente.  On  pourrait  limiter  cette  droite  à  tout  autre 
plan  horizontal,  par  exemple  à  celui  du  point  (>,  /);  la  longueur  br  {Jîg.  98) 
serait  alors  portée  en  o^ri^fig.  94). 

lir>.  Tous  les  points  de  la  courbe  se  projetant  verticalement  sur  la  droite 
limitée  a' g' ,  on  voit  que  les  points  (a,  a!)  et  {g,  g)  sont,  l'un  le  moins  élevé, 
et  l'autre  celui  qui  l'est  le  plus.  Les  tangentes  aux  points  A,  G  et  A,  de  la  trans- 
formée {^fig.  94)  sont  donc  horizontales. 

On  arriverait  au  même  résultat  en  remarquant  que  les  tangentes  à  la  trace 
du  cylindre  en  a  et  en  ^  sont  parallèles  à  P,  et  par  suite  à  toutes  les  korizontales 
du  plan  sécant.  Les  tangentes  aux  points  correspondants  de  la  courbe  sont  donc 
horizontales  et  restent  telles  dans  le  développement. 

Les  tangentes  de  la  courbe  aux  points  {d,  d'),  (rf,,  d)  sont  des  lignes  de  plus 
grande  pente  du  plan  sécant,  parce  que  leurs  projections  horizontales  sont  per- 
pendiculaires à  P;  elles  ont  donc  sur  le  développement  une  inclinaison  plus 
grande  que  lès  autres  tangentes,  et  de  là  résultent  des  inflexions  aux  points  D 
et  D,  de  la  transformée  (art.  87). 

On  verrait  l'inflexion  se  produire  sur  le  plan  vertical  {^fig.  93),  si  l'on  y  pro- 
jetait un  développement  f;iit  sur  le  plan  tangent  le  long  de  la  verticale  du 
point  d.  Les  points  (r,  e')  et  (r,  c' )  s'éloigneraient  l'un  à  droite,  l'autre  à 
gauche,  chacun  en  restant  à  la  même  hauteur,  et  par  suite  ils  se  trouve- 
raient de  côtés  difi'érents  de  la  trace  P'  qui  serait  toujours  la  projection  de  la 
tangente. 

14(>.  Si  l'on  conipaie  Tune  ii  l'autre  la  trace  du  cylindre  et  la  courbe  de  sec- 
tion rabattue,  on  verra  que  les  points  homologues  de  ces  lignes  se  trouvent  à 
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(les  distances  égales  des  droites  ag  et  AG,  et  que  les  abscisses  (').  mesuréps 
sur  ces  lignes  à  partir  des  points  a  et  A,  sont  dans  un  rapport  constant,  celui 
de  ag  à  a' g' .  D'après  cela,  quand  la  trace  du  cylindre  est  un  cercle,  la  section 
est  une  ellipse,  comme  nous  savons  que  cela  doit  être.  Le  centre  de  cette 
courbe,  avant  son  rabattement,  est  un  point  (o,  d' )  où  le  plan  coupe  l'axe  du 
cylindre.  Le  petit  axe  est  dans  un  plan  passant  par  le  centre  et  perpendiculaire 
aux  génératrices. 

147.  La  projection  a' g'  (fig-  93)  étant  une  ligne  droite,  il  y  a  proportion- 
nalité entre  les  ordonnées  et  les  abscisses  de  ses  différents  points;  mais  les 
ordonnées  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  transformée  {fig.  94  ),  et  les  abscisses 
mesurées  sur  XY  à  partir  de  cl„  sont  les  sinus  des  arcs  formés  par  les  abscisses 
de  la  transformée  enroulées  sur  la  section  droite  que  nous  supposons  un  cercle. 
Nous  voyons  donc  quelle  est  la  loi  qui  relie  les  coordonnées  de  la  transformée 
par  développement.  Cette  courbe,  que  l'on  appelle  sinusoïde,  est  géométrique- 
ment indéfinie,  comme  si  la  surface  d'un  cylindre  était  indéfiniment  déroulée; 
mais,  dans  les  applications,  la  partie  utile  ne  peut  pas  avoir  une  longueur  plus 
grande  que  celle  qui  correspond  à  une  circonférence  de  la  section  droite. 

If  ExESlPLK.  —  Cylindre  i^ertical ,  plan  <:écant  dans  une  position  quelconque .  {Planche  XXI.) 

148.  Nous  allons  maintenant  supposer  qu'un  cylindre  vertical  est  coupé  par 
un  plan  (P,  P')  (fig-  93)  ayant  une  position  quelconque  par  rapport  aux  plans 
coordonnés. 

[1  faut  d'abord  construire  la  projection  verticale  de  l'intersection.  Le  pro- 
blème revient  à  celui-ci  :  Déterminer  la  projection  verticale  d'une  courbe  dont  on 
connaît  la  projection  horizontale,  et  qui  est  située  dans  un  plan  donné. 

Par  un  point  c  pris  arbitrairement  sur  la  trace  du  cylindre,  nous  menons  une 
droite  ce,  parallèle  à  P;  cette  droite  est  la  projection  borizontale  d'une  borizon- 
tale  du  plan  dont  il  est  facile  de  déterminer  la  projection  verticale  c'^c'.  Rele- 
vant sur  cette  droite  c  en  c' ,  nous  avons  la  projection  verticale  du  point  do 
l'intersection  qui  se  projette  borizontalement  en  c 

La  droite  ce,  rencontre  la  trace  du  cylindre  en  un  second  point  r,  qu'on  relève 
en  c\. 

Les  droites  aa.,  et  gg.,,  parallèles  à  P  et  tangentes  à  la  trace,  correspondent 
aux  borizontales  du  plan  entre  lesquelles  la  courbe  est  comprise;  (dles  font 
trouver  le  point  le  moins  élevé  {d,  d')  et  celui  qui  l'est  le  plus  (g,  g'  ). 


(')  La  perpendiculaire  abaissée  fl'iin  point  sur  une  droite  prise  pour  are  est  ^ordonnée  du  point, 
et  la  distance  du  pied  do  la  perpendiculaire  à  un  point  de  l'axe  pris  pour  origine  en  est  Vabscis-se.  La 
droite  ag  étant  prise  pour  axe  {fig-  <)3),  et  le  point  o  pour  origine,  les  longueurs  ao  et  od  sont  l'ab- 
scisse et  l'ordonnée  du  iioint  d .  l/aliscisso  et  l'ordonnée  sont  les  cnordonnces  du  point. 
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Pour  déterminer  le  point  i'  situé  sur  l'une  des  droites  qui  forment  le  contour 
apparent  du  cylindre  sur  le  plan  vertical,  il  faut  opérer  sur  le  point  i  de  la  trace 
horizontale,  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Nous  avons  ponctué  la  figure  dans  la  supposition  que  le  cylindre  était  limité 
au  plan  de  section. 

149.  La  tangente  en  un  point/'  est  la  projection  verticale  de  la  droite  du 
plan  (^P,  P")  qui  se  projette  horizontalement  sur  la  droite  tfr,  tangente  en /à  la 
base  du  cylindre.  On  l'obtient  par  la  construction  expliquée  à  l'article  29.  On 
peut  d'ailleurs  déterminer  un  quelconque  de  ses  points  t',  en  opérant  comme 
pour  les  points  de  la  courbe. 

Si  l'on  cherchait  les  tangentes  aux  points  i'  et/,  on  trouverait  les  génératrices 
qui  forment  le  contour  apparent,  et  il  doit  en  être  ainsi;  car,  en  ces  points,  le 
plan  tangent,  qui  contient  la  génératrice  et  la  tangente  à  la  courbe,  est  perpen- 
diculaire au  plan  vertical,  et  projette  ces  deux  droites  sur  sa  trace. 

Les  courbes  qui  sont  sur  une  surface  ont  ainsi  leur  projection  tangente  au  contour 
apparent.  Il  n'y  a  d'exception  que  quand  la  tangente  à  la  courbe  au  point  où 
elle  rencontre  le  contour  apparent  dans  l'espace  est  perpendiculaire  au  plan  de 
projection,  parce  qu'alors  cette  tangente  est  projetée  tout  entière  sur  un  point 
(art.  116). 

Cette  circonstance  se  présente  sur  \nfig.  gS;  les  tangentes  aux  points  (a,  a') 
et(^,  g')  sont  perpendiculaires  au  plan  vertical,  et  la  projection  a' g' de  la  courbe 
n'est  pas  tangente  aux  droites  qui  forment  le  contour  apparent  du  cylindre  sur 
le  plan  vertical.  Elle  s'y  arrête,  et  estgéométriquement  prolongée  par  des  parties 
de  la  droite  P'  que  l'on  doit  considérer  comme  parasites. 

loO.  Nous  allons  maintenant  rabattre  le  plan  sécant  pour  avoir  la  vraie  gran- 
deur de  la  courbe  :  nous  arriverons  facilement  au  résultat  par  deux  rotations. 

Nous  faisons  tourner  le  plan  sécant  d'abord  autour  de  la  verticale  du  point  o 
jusqu'à  ce  qu'il  soit  perpendiculaire  au  plan  vertical,  puis  autour  de  sa  nouvelle 
trace  sur  ce  plan.  Le  point  I  vient  en  I,,  et  la  trace  verticale  du  plan  se  trouve 
être  r,  o'.  Le  second  mouvement  amène  le  point  (o,  o')  sur  la  droite  o"ï  perpen- 
diculaire à  \\o';  sa  distance  à  cette  ligne  devrait  être  oo„,  mais  pour  dégager 
complètement  la  courbe  rabattue  des  autres  lignes  de  la  figure,  nous  repoussons 
le  point  jusqu'en  0,  à  une  distance  convenable  et  d'ailleurs  arbitraire.  La  droite 
du  plan  qui  se  projetait  sur  a^  est  devenue  parallèle  au  plan  vertical,  et  arrive 
se  placer  sur  la  droite  AOG,  parallèle  à  I',  o  . 

Si  nous  considérons  un  point  quelconque  {e,  c),  la  première  rotation  amène 
sa  projection  verticale  en  t  sur  1,6»',  la  seconde  le  place  en  E,  à  une  distance  de 
AG  égale  à  er^. 

La  tangente  est  obtenue  par  les  mêmes  procédés. 

On  voit  qu'il  n'est  pas  beaucoup  plus  difficile  de  rabattre  une  figure  plane 
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([iiand  son  |)l;iii  est  ()hli((iie  aux  plans  coordonnés,  qno  (|naiul  il  est  perpondicu- 
iaircà  l'un  d'eux.  Il  est  inutile  de  dire  que  l'on  peut  construire  la  vraie  grandeur 
de  la  section,  en  faisant  tourner  le  plan  (P,  P)  autour  de  l'une  de  ses  traces,  de 
manière  à  le  rabattre  sur  un  plan  de  projection. 

Le  développement  du  cylindre  peut  être  construit  immédiatement  :  on  trouve 
pour  transformée  de  l'intersection  la  courbe  AA,  {Jig.  94).  car  \t&fig.  93  et  93 
représentent  le  même  tronc  de  cylindre  dans  deux  positions  différentes,  par  lap- 
poi't  au  plan  vertical. 

i51.  La  trace  du  cylindre  étant  un  cercle,  la  section  et  sa  projection  sur  un 
plan  (|uelconque  sont  des  ellipses.  Les  tangentes  aux  points  a'  et  g  {fig-  Qj) 
sont  parallèles  et  horizontales;  la  droite  a' g'  est  donc  un  diamètre,  et  son  dia- 
mètre conjugué  est  la  corde  horizontale  f/'rf,  qui  passe  à  égales  distances  des 
points  a'  el  g . 

On  aurait  encore  deux  diamètres  conjugués  en  traçant  la  droite  i'f ,  et  cher- 
chant les  points  situés  sur  la  verticale  du  point  <>' .  Eniin,  d'une  manière  plus 
générale,  on  peut  prendre  sur  le  cercle  trace  du  cylindre  deux  diamètres  à  angle 
droit,  et  chercher  ce  qu'ils  deviennent  sur  la  projection  verticale.  Cela  résulte  de 
ce  que  des  cordes  parallèles  dans  l'espace  sont  parallèles  en  projection,  et  que 
leurs  milieux  se  correspondent. 

152.  Dans  les  constructions  de  la  Géométrie  descriptive,  les  courbes  sont 
obtenues  d'après  les  conditions  du  problème,  comme  projections,  intersections 
ou  contours  apparents.  Quelquefois  cependant,  (juand  on  a  déterminé  la  nature 
d'une  courbe,  on  peut  employer  pour  la  tracer  des  procédés  qui  résultent  de  ses 
propriétés  spéciales. 

L'ellipse  est,  après  le  cercle,  la  courbe  que  l'on  rencontre  le  plus  souvent 
dans  les  applications.  Nous  supposons  que  l'on  connaît  ses  principales  pro- 
priétés, mais  nous  croyons  devoir  rappeler  quelques  constructions  qui  sont 
souvent  utiles. 

Pour  tracer  une  ellipse  dont  on  a  les  axes  AA'  et  BB'  (fig.  99),  on  porte  sur 
une  règle,  et  à  partir  d'un  point  M,  deux  longueurs  My  et  JM/?  égales,  l'une  au 
demi  petit  axe,  et  l'autre  au  demi  grand  axe;  puis  on  place  la  règle  en  diverses 
positions,  de  manière  que  les  points  «yet/?  soient  toujours  le  premier  sur  le  grand 
axe,  et  le  second  sur  le  petit;  le  point  M  se  trouve  nécessairement  sur  l'ellipse. 

Les  segments  M/>  et  My  peuvent  être  placés  d'un  même  côté  du  point  M,  ou  de 
côtés  opposés.  La  première  disposition  est  généralement  plus  commode,  parce 
que  la  construction  occupe  moins  d'étendue  sur  la  feuille,  mais  elle  présente  peu 
de  précision  quand  la  différence  des  axes  est  petite. 

155.  il  y  a  plusieurs  moyens  de  trouver  les  axes  d'une  ellipse  (juand  on  con- 
naît deux  demi-diamètres  conjugués  O.M  et  ON  {fig.  100).  Voici  celui  (|iic  nous 
croyons  le  plus  simple. 
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De  l'extrémité  M  de  l'un  des  diamètres,  on  abaisse  une  perpendiculaire  MI  sur 
l'autre,  et  l'on  prend  sur  cette  droite  des  longueurs  MC  et  MC,  égales  à  ON;  on 
trace  UC  et  OC,.  On  mène  par  le  point  M  une  sécante  parallèle  à  OC,;  elle 
coupe  OC  en  un  point  E  à  partir  duquel  on  prend  les  segments  Eys  et  E</  égaux 
à  EO.  Les  axes  sont,  en  direction  les  droites  Oyo  et  Oy,  en  grandeur  les  doubles 
des  segments  ^\q  et  M/j. 

Si  l'on  trace  la  sécante  parallèlement  à  la  plus  [)etitc  des  longueurs  OC  et  OC, 
{fig.  loo  bis),  le  point  M  sera  entre  les  points/;  et  y.  On  opère  d'une  manière 
ou  de  l'autre,  suivant  celle  des  deux  dispositions  représentées  sur  la  /%•.  99  que 
l'on  veut  employer  pour  décrire  l'ellipse. 

154.  On  peut,  du  reste,  tracer  facilement  une  ellipse  par  points,  quand  on 
connaît  deux  diamètres  conjugués  a' g'  et  cl (l\  {fig.  96).  Décrivons  un  cercle 
sur  a  g"  comme  diamètre,  élevons  la  perpendiculaire  om,  et  joignons  md\;  si 
l'on  construit  sur  une  ordonnée  quelconque  in  du  cercle  un  triangle  zne\  sem- 
blable à  omd\,  le  point  e\  et  le  point  e'  situé  à  une  distance  égale  de  £  appartien- 
di'ont  à  l'ellipse. 

On  voit  d'après  cela  que  nous  pourrons  toujours  regarder  une  ellipse  comme 
tracée,  quand  nous  aurons  obtenu  deux  diamètres  conjugués. 

111''  EXEMPLE.  —  Cas  général-  (Planche  XXII.^ 

loo.  Nous  allons  maintenant  construire  l'intersection  d'un  cvlindre  par  un 
plan  dans  le  cas  le  plus  général.  Le  cylindre  est  donné  comme  à  l'ordinaire  par 
sa  trace  horizontale  et  la  direction  de  ses  génératrices.  Les  traces  du  plan  sécant 
sont  les  droites  Q  et  Q'  {fig-  97). 

loo  a.  La  perspective  cavalière  (')  de  \^jig.  a,  PL  LUI,  représente  le  cylindre 
dans  l'espace,  ses  projections  sur  le  plan  horizontal  et  sur  le  plan  vertical,  les 
traces  Q  et  Q'  du  plan  sécant,  la  section  du  cylindre  et  ses  projections. 

Les  constructions  expliquées  aux  articles  loo  et  I06  sont  tracées  sur  cette 
perspective,  et  nous  engageons  le  lecteur  à  les  suivre  en  étudiant  l'épure  {Jig.  97  ). 
Nous  avons  mis  aux  projections  les  mêmes  lettres  indicatrices  que  sur  \iijig.  97 
ct  aux  points  dans  l'espace  des  lettres  majuscules  accompagnées  de  l'indice  i. 

On  voit  deux  groupes  de  lignes  parallèles,  les  unes  à  XI,  les  autres  à  /zN;  elles 
représentent  des  droites  perpendiculaires,  les  premières  à  la  ligne  de  terre  XY, 
les  autres  aux  projections  horizontales  des  génératrices. 

loo  b.  Nous  pourrions  déterminer  les  projections  de  la  courbe  en  cherchant, 
d'après  les  procédés  ordinaires  (art.  50),  l'intersection  d'un  certain  nombre 


(')  Les  explications  relatives  à  la  Perspective  cavalière  sont  données  à  la  fin  de  cette  Première  Par- 
tie (art.  311). 
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de  génératrices  avec  le  plan;  mais  nous  devons  disposer  les  constructions  en 
vue  du  rabattement  qu'il  sera  nécessaire  de  faire  pour  obtenir  la  courbe  dans 
sa  vraie  grandeur,  et  des  tracés  qu'exigera  la  détermination  de  la  section  droite 
pour  le  dévelop|)ement  du  cylindre. 

Nous  considérons  le  plan  vertical  (jui  contient  une  génératrice  quelconque, 
par  exemple  celle  dont  les  projections  sont  et  et  e'E',  et  nous  le  rabattons  sur  le 
plan  horizontal  en  supposant  qu'il  entraîne  avec  lui  la  génératrice  et  sa  propre 
intersection  avec  le  plan  (Q,  Q'). 

Il  est  facile  d'avoir  le  rabattement  «',  de  la  génératrice,  en  cherchant  le  point 
N  où  se  place  un  point  {n,  n')  de  cette  droite. 

L'horizontale  du  plan  (Q,  Q')  située  à  la  même  hauteui'  que  (n,  ri)  a  sa  trace 
verticale  en  /•',  et  se  projette  horizontalement  sur  la  droite  rm  parallèle  à  Q;  le 
point  où  elle  rencontre  le  plan  vertical  et  a  sa  projection  en  m,  et  son  rabatte- 
ment en  M  à  la  même  distance  que  N  de  la  droite  cz.  La  section  du  plan  (Q,  Q') 
par  le  plan  vertical  que  nous  considérons  est  ainsi  rabattue  sur  la  droite  sM;  son 
point  de  rencontre  e,  avec  la  génératrice  eN  appartient  à  la  courbe.  Si  nous 
relevons  le  plan,  le  point  c,  ira  se  projeter  sur  le  plan  horizontal  en  E,  et  sur  le 
plan  vertical  en  E',  à  une  hauteur  au-dessus  de  la  ligne  de  terre,  donnée  par  la 
perpendiculaire  e.E.  Le  point  E'  doit  d'ailleurs  se  trouver  sur  la  projection 
verticale  de  la  génératrice  considérée. 

Les  mêmes  constructions  devraient  être  reproduites  pour  dillércntes  généra- 
trices; mais  il  est  à  remarquer  que  ces  droites,  faisant  les  mêmes  angles  avec 
leurs  projections,  se  trouveront  encore  parallèles  lorsqu'elles  auront  été  rame- 
nées sur  le  plan  horizontal  par  le  rabattement  successif  de  leurs  plans  proje- 
tants. Il  en  sera  de  même  des  intersections  de  ces  plans  avec  le  plan  donné 
(Q.  Q')-  En  conséquence,  après  avoir  pris  sur  la  trace  du  cylindre  un  certain 
nombre  de  points  convenablement  espacés rt,  h,c,  .  .  .,  on  tracera  les  projections 
des  génératrices  correspondantes,  et  l'on  obtiendra  ainsi  sur  la  trace  Q  les 

points  a,  [ii,  y On  mènera  ensuite  par  les  points  a,  b,  c,  .  . .    et  par  les 

points  a,  fi,  y.  •  •  •  des  droites  respectivement  parallèles  à  ee^  et  à  tc^  ;  les  points 
de  rencontre  a,,  6,,  r,,  ...  seront  ramenés  en  A,  B,  C,  ...  par  des  perpendi- 
culaires aux  projections  des  génératrices,  et  de  là  en  A',  13',  C,  .  .  .  sur  les  pro- 
jections verticales  des  mêmes  droites. 

lîiO.  La  tangente  en  un  point  (D,  D')  est  l'intersection  du  plan  sécant  avec 
le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  (rfD,  r/'D').  Si  les  traces  horizontales  Q 
et  dp  de  ces  plans  se  l'encontraient  dans  le  cadre  de  l'épure,  nous  aurions  un 
second  point  de  la  tangente;  mais  cela  n'ayant  pas  lieu,  par  un  point />  de  la 
trace  dp,  nous  concevons  une  droite  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre, 
(^etle  droite  est  dans  le  plan  tangent,  et  |)erce  le  plan  (Q,  Q")  en  un  point  de 
la  tangente  cherchée.  Pour  trouver  ce  point  nous  opérons  comme  précédemment, 
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c'est-à-ilire  que  nous  traçons  la  ligne/;-  projection  liorizontale  de  la  droite,  puis 
les  droites /Y>|  et  ~p,  respectivement  parallèles  à  ee,  et  à  îp,,  et  enfin  que  nous 
ramenons  le  point  d'intersection/?,  de  ces  deux  droites,  d'abord  en  P,  puis  en  P'. 

lô»7.  Nous  obtiendrons  la  vraie  grandeur  de  la  courbe  en  rabattant  son  plan 
sur  le  plan  horizontal.  Considérons  un  point  quelconque  du  plan  (Q,  Q),  par 
exemple  celui  qui  se  projette  en  m  :  il  va  se  placer  en  un  point  M,  sur  la  perpen- 
diculaire mM,  h  Q,  et  à  une  distance  de  e  égale  à  la  longueur  eM  qui  nous  est 
donnée  sur  le  premier  rabattement.  Nous  avons  ainsi  la  direction  sM,  de  la 
droite  eE,,  et  nous  pouvons  placer  le  point  E,,  rabattement  de  (E,  E'),  à  la  dis- 
tance ze,. 

Les  intersections  du  plan  sécant  avec  les  autres  plans  projetants  des  généra- 
trices sont  parallèles  h  eE,  ;  nous  avons  les  longueurs  de  ces  lignes  sur  les  pre- 
miers rabattements,  on  construira  donc  la  courbe  A,B|C|  ...  sans  difficulté. 

Pour  avoir  la  tangente  au  point  D,,  on  transporte  le  point  (P.  P")  en  P,  par  le 
même  procédé. 

158.  Pour  faire  le  développement  du  cylindre,  il  faut  d'abord  déterminer  sa 
section  droite.  Nous  traçons  une  droite  a,  e,  perpendiculaire  aux  projections  hori- 
zontales des  génératrices,  et  nous  la  considérons  comme  la  trace  horizontale  d'un 
plan  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre.  Si  l'on  conçoit  que  des 
points  a,,  ^,,7,,  ...  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  différentes  géné- 
ratrices, en  supposant  ces  droites  entraînées  dans  les  rabattements  successifs 
des  plans  projetants,  on  pourra  les  tracer  sur  le  plan  horizontal,  et  on  aura 
leurs  vraies  grandeurs  7.,a.^,  ^,b.^,  .  .  .  .  Si  maintenant  le  plan  de  section  droite 
tourne  autour  de  sa  trace,  toutes  les  perpendiculaires  que  nous  considérons  se 
mouvront  dans  les  plans  projetants  des  génératrices  correspondantes,  et  se  pla- 
ceront sur  leurs  projections.  Mais,  comme  la  courbe  prendrait  une  position  qui 
jetterait  un  peu  de  confusion  sur  l'épure,  nous  avons  d'abord  transporté  la 
trace  a,E,  en  y..,z.2'  <"!  c'est  à  partir  de  cette  ligne  que  nous  avons  porté  les 
longueurs  a,ao,  %b^.  ...  ;  nous  avons  ainsi  obtenu  les  points  A.,,  Bo,  .... 

Pour  avoir  la  tangente  en  Do,  nous  opérons  sur  la  parallèle  au  cylindre  menée 
dans  le  plan  tangent  par  le  point/;,  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  les  géné- 
ratrices elles-mêmes.  La  ligne  ~,p.,,  perpendiculaire  à  pp,,  donne  le  point/j^  qui 
appartient  au  plan  de  section  droite.  La  longueur-,/;,  est  portée  de  -,  en  P,. 

139.  Le  développement  est  maintenant  facile.  Nous  portons  sur  une  droite 
indéfinie  B^H,  (,/ig-  98)  les  longueurs  rectifiées  des  différents  arcs  de  la  courbe 
A.jBoCo  ...  (^/ig.  97),  et  par  les  points  de  division  nous  élevons  des  perpendicu- 
laires. Nous  portons  sur  ces  droites  les  segments  des  génératrices  pris  sur  les 
rabattements  des  plans  projetants;  ainsi  les  longueurs  D.^d  et  D.jf/,  {Jïg:  98") 
doivent  être  égales  à  c/^c/  et  à  r/.^/i,  ifig-  97)- 

Nous  obtenons  les  tangentes  aux  points  d  et  r/,.  en  plaçant  sur  le  développe- 
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ment,  et  dans  sa  position  relative  par  rapport  à  la  génératrice  r/c/,,  la  droite  (|iic 
nous  avons  menée  par  le  point/;  parallèlement  au  cylindre.  Sa  distance  à  dd^  est 
donnée  sur  la  section  droite,  c'est  la  ligne  P^Do  {_fig-  97).  Les  longueurs  P^/^ 
et  V.^p  (/iff-  98)  doivent  être  égales  'a p.p,  et  hp^p  (fig.  97 ). 

Les  transformées  bh  et  hji,  ont  des  points  d'inflexion.  Nous  verrons  plus  loin 
(art.  169,  note)  comment  on  détermine  leur  position. 

On  peut  reconstruire  le  cylindre  en  découpant  et  en  enioulanl  l;i  feuille  sur 
laquelle  le  développement  est  fait.  Il  faut  que  la  face  du  pa|)i('r  (|ui  porte  la 
tigure  soit  sur  la  partie  concave;  autrement,  par  suite  de  l'ordre  adopté  dans  le 
développement  pour  la  succession  des  génératrices,  on  aurait  un  cylindre  symé- 
(riquc  de  celui  qui  est  représenté  sur  \ii/ig.  97. 

KîO.  La  trace  du  cylindre  est  un  cercle;  la  section  et  ses  deux  projections 
sont,  en  conséquence,  des  ellipses.  Les  droites  CG  et  AE  sont  des  diamètres 
conjugués  de  la  projection  horizontale,  car  la  première  passe  par  le  milieu  de  la 
seconde  et  est  parallèle  aux  tangentes  de  l'ellipse  à  ses  extrémités.  D'après  cela 
les  lignes  C'G',  A'E'  et  C,  G,,  A,  E,  seront  des  diamètres  conjugués  de  l'ellipse 
en  projection  verticale  et  en  rabattement.  Les  lignes  C^G^  et  A^E^  sont  les  axes 
de  la  section  droite. 

101.  La  droite  qui  va  du  point  (_E,  E')  à  son  rahattement  c^  {Jig.  97)  est 
inclinée  à  45°  sur  le  plan  horizontal,  parce  qu'elle  est  la  corde  d'un  quart  de 
cercle.  Toutes  les  autres  droites  analogues  qui  vont  des  points  (A,  A'),  (B,  B'),  ... 
à  leurs  rabattements  a, ,  b,,  . . .  ont  la  même  inclinaison  et  sont  parallèles  dans 
l'espace.  Elles  forment  ainsi  un  cylindre  dont  la  courbe  (ABC...,  A'B'C'...)  est 
la  directrice;  les  points  a,,  b,,  c,  sont  par  suite  sur  une  ellipse  dont  les  droites 
rt,e,  et^-,c,  sont  deux  diamètres  conjugués. 

La  droite/;,  rf,  est  tangente  à  cette  courbe  en  r/,,  car  elle  est  la  trace  du  plan 
tangent  au  cylindre  dont  nous  venons  de  parler,  le  long  de  la  génératrice  qui 
aboutit  au  plan  ^/, . 

On  peut  considérer  la  courbe  nr, /j,r,  et  la  droite/;,  r/,  comme  des  projections 
obli(]nes  de  la  courbe  d'intersection  et  de  sa  tangente  au  point  (  I).  0"». 

En  raisonnant  de  la  même  manière  pour  les  points  a.,,  b.,,  c.^.  ..  .,  on  verrait 
(|u'ils  forment  également  une  ellipse  dont  les  lignes  «5^3  et  go  r.  sont  deux  dia- 
mètres conjugués.  La  dvo\l^ p.,d.,  est  tangente  en  d^  à  cette  ellipse. 

1(>2.  H  nous  reste  encore  à  déterminer  le  point  le  plus  haut  et  le  point  le  plus 
bas  de  la  courbe  d'intersection,  et  ceux  des  courbes  transformées  (]ni  sont  le 
plus  éloignés  de  la  ligne  de  section  droite  BoH.  {/ig-  g^)-  .^lais,  coinmi'  \-^/ig-  97 
est  déjà  un  peu  compli(|uée,  nous  nous  contenterons  d'indiquer  les  tracés.  Nous 
traiterons  d'ailleurs  la  (|uestion  d'une  manière  générale  et  sans  faire  aucune 
supposition  sur  la  forme  de  la  directrice  du  cylindre. 

Si  l'on  coupe  la  trace  abc. . .  par  une  droite  parallide  à  Q,  les  génératrices  qui 
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passent  par  les  points  d'intersection  rencontreront  le  plan  sécant  à  une  même 
hauteur;  par  suite,  si  nous  menons  à  cette  trace  des  tangentes  parallèles  à  Q, 
les  génératrices  des  points  de  tangencc  contiendront,  l'un  le  point  le  plus  haut, 
l'autre  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe  d'intersection. 

Aux  points  (•  et  g  (Jig-  07  ).  les  tangentes  de  la  trace  du  cylindre  sont  paral- 
lèles au  plan  de  la  section  droite:  il  en  résulte  que,  sur  \Afig.  98,  les  points  c 
et  g  sont,  l'un  le  plus  bas  et  l'autre  le  plus  haut  de  la  courbe  bah  ....  Pour  avoir 
les  points  analogues  sur  la  ligne  h^aji, il  faudrait  mener  à  la  courbe  d'in- 
tersection (_fig.  97)  des  tangentes  parallèles  à  la  droite  suivantlaquelle  son  plan 
coupe  le  plan  de  section  droite;  car  une  sécante  de  même  direction  déterminerait 
deux  points  à  égale  distance  de  la  section  droite  ('). 

Il  est  plus  exact  de  reporter  l'opération  sur  la  trace  du  cylindre.  Pour  cela, 
nous  remarquerons  que,  si  l'on  conçoit  par  l'intersection  du  plan  (Q,  Q'  )  et  du 
plan  de  section  droite  un  troisième  plan  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre, 
il  sera  parallèle  aux  plans  qui  seraient  tangents  à  cette  surface  aux  points  cher- 
chés. En  menant  à  la  trace  du  cylindre  des  tangentes  parallèles  à  la  trace  du 
troisième  plan,  les  points  de  contact  seront  les  extrémités  des  génératrices  qui 
passent  aux  points  (|u"il  s'agit  de  déterminer. 


Sections  planes  du  cône. 

\"  Exemple.   —   Cône  de  réi'otulion  à  axe  vertical;  plan  sécant  perpe/iiUeidaire  au  plan   vertical; 
seclinit  elliptique.  (Planche  XXV.) 

1(>5.  Nous  nous  proposons  de  déterminer  l'intersection  par  un  plan  d'un 
cône  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical.  Nous  prenons  le  plan  sécant  (  P,  P  ) 
(  fig.  104  )  perpendiculaire  au  plan  vertical;  par  suite,  il  projette  la  courbe  sur 
la  partie  A'G'  de  sa  trace  P',  comprise  entre  les  deux  génératrices  qui  forment 
le  contour  apparent  de  la  surface. 

Pour  avoir  la  projection  horizontale,  nous  divisons  la  circonférence  trace  du 
cône  en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  placées  symétriquement  par  rap- 
port au  diamètre  ag  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Les  projections  verticales  des 
génératrices  qui  passent  par  les  points  de  division  coupent  la  trace  P'  en  des 
points  A',  B',  C.  .  ..  qu'on  ramène  en  A,  B  et  B,,  C  et  C,.  ...  sur  leurs  projec- 
tions horizontales. 

Cette  construction  ne  peut  pas  être  appliquée  aux  génératrices  qui  se  pro- 


(  1  )  Sur  la  /%.  95,  le  plan  de  secLiou  droite  est  le  plan  horizontal,  et  les  points  a'  et  g' ,  qui  sont  l'un 
le  plus  éloigné  et  l'autre  le  plus  rapproché  de  ce  pian,  sont  ceux  où  la  tangente  esl  parallèle  à  la  trace  P. 
I.  —  Dk  l.v  Govbseiue.  —  Discriptiic.  i  i 
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jetttMit  sur  la  vcrlicalo  S'c/'.  Pour  (léterminrr  sur  les  projections  liori/.outalcs  Se/ 
et  Sr/,  (le  ces  droites  les  points  D  et  D,  qui  correspondent  à  1)',  on  peut  couper  le 
cône  par  un  plan  horizontal  D'o',  et  tracer  le  cercle  de  section  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projection  avec  un  rayon  So  égal  à  Do'.  Si  le  cône  n'était  pas  de  révo- 
lution, on  pourrait  encore  employer  le  plan  horizontal  Do',  mais  il  faudrait 
prendre  son  intersection  avec  la  génératrice  (Sd,  ^'d')  que  l'on  aurait  préala- 
blement fait  tourner  autour  de  la  verticale  du  point  S,  de  manière  à  la  rendre 
parallèle  au  plan  vertical. 

Pour  la  ponctuation  des  projections,  nous  avons  supposé  (|u"il  s'agissait  de 
représenter  un  tronc  de  cône. 

Hii.  La  tangente  en  un  point  F  de  la  projection  de  la  courbe  est  l'intersection 
du  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  S/ et  du  plan  sécant;  elle  a  donc  sa 
trace  horizontale  à  la  rencontre  des  droites  //et  P,  traces  des  plans.  Comme  ce 
point  est  éloigné,  il  faut  opérer  sur  un  plan  horizontal  plus  élevé,  par  exemple 
sur  celui  qui  est  à  la  hauteur  du  point  (  D,  D'  ).  La  génératrice  Syie  rencontre  au 
point  /„,  et  les  nouvelles  traces  du  plan  tangent  et  du  plan  sécant  sont  les 
droites /„/  et  Sd  respectivement  parallèles  à  //  et  P.  La  tangente  F/  passe  au 
point  t  où  ces  droites  se  rencontrent. 

On  peut  encore,  d'un  point  ( /,  /' )  pris  sur  la  trace// du  plan  tangent,  mener 
une  droite  (Im,  ['m')  parallèle  à  la  génératrice  du  contact  (S/,  S'/');  cette  di'oite 
sera  dans  le  plan  tangent,  et  le  point  {/n,  m'  )  où  elle  rencontrera  le  plan  sécant 
appartiendra  à  la  tangente. 

165.  Pour  avoir  la  courbe  en  vraie  grandeur,  nous  avons  rabattu  le  plan 
sécant  sur  le  plan  vertical  ;  un  point  quelconque  (F,  F'  )  s'est  placé  en  F"  sur  la 
droite  F'F"  perpendiculaire  à  P',  et  à  la  distance  à  laquelle  la  proj(>ction  hori- 
zontale F  se  trouve  de  la  ligne  de  terre. 

On  obtient  par  le  même  procédé  les  tangentes  sur  le  rabattement.  Nous  avons 
déterminé  pour  la  tangente  en  F"  les  points  Tet  M,  rabattements  des  points  (  /,  D'  ) 
et  (m,  m'). 

lG(ï.  La  courbe  d'intersection  et  sa  |)rojection  sont  des  ellipses.  Nous  [)ou- 
vons  facilement  trouver  leurs  axes. 

On  voit,  par  la  construction  même,  (juc  la  projectiou  horizontale  de  l'intei'- 
section  est  symétrique  par  rapport  à  la  droite  ASG  perpendiculaire  à  P.  dette 
droite  est  donc  un  axe  de  la  courbe.  Le  centre  est  au  point  milieu  O.  De  même, 
l'ellipse  d'intersection  a  l'un  de  ses  axes  sur  la  droite  (AG,  A'ti'),  et  son  centre 
en  (0,  0').  Le  second  axe  se  projette  verticalement  au  point  0';  en  coupant  le 
cône  et  le  plan  sécant  par  le  plan  horizontal  O'co',  nous  déterminons  les  points  i2 
et  12,  delà  projection  horizontale.  La  droite  ùil,  est  la  projection  du  second  axe 
et  le  second  axe  de  la  projection. 

Kn  général,  les  pi'ojecti(»ns  des  axi'S  d'une  ellipse  sont  sim|)lement  des  dia- 
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mètres  conjugués  de  la  projection;  mais,  si  l'un  d'eux  est  parallèle  iui  plan  de 
projection,  comme  cela  arrive  ici,  les  diamètres  conjugués  comprennent  un 
angle  droit  (  art.  46  )  et  sont  par  conséquent  les  axes. 

Traçons  une  droite  S'H  parallèle  à  XY  :  en  considérant  un  point  quelconque 
(B.  B')de  la  section,  on  trouve  facilement  que  le  rapport  deBSà  B'H  est  constant. 
On  en  conclut  que  le  point  S  est  un  des  deux  foyers  de  l'ellipse  AG,  et  que  la 
directrice  correspondante  est  la  projection  horizontale  de  la  droite  d'intersection 
du  plan  (  P,  P)  avec  le  plan  horizontal  S'H. 

On  ohtient  sans  difficulté  les  droites  A' G"  et  iî'ii,.  axes  de  la  courhe  ra- 
battue. 

167.  Toutes  les  génératrices  ont  la  même  longueur  depuis  le  sommet  jusqu'au 
plan  horizontal.  Il  en  résulte  que,  dans  le  développement,  la  transformée  de  la 
circonférence  de  la  base  est  un  arc  de  cercle  dont  les  génératrices  sont  les  rayons. 
Après  avoir  tracé  (Jig-  io5)  une  partie  suffisante  de  la  circonférence  dont  le 
rayon  est  S'«'  (/ig.  104),  nous  prenons  sur  cette  ligne  des  longueurs  curvilignes 
égales  aux  arcs  ab,  bc,  ...  ;  nous  traçons  les  rayons  correspondants,  et  nous 
portons  sur  eux  les  longueurs  des  génératrices  comprises  entre  le  sommet  et  le 
plan  sécant.  Pour  déterminer  ces  longueurs,  nous  rendons  les  droites  parallèles 
au  plan  vertical  (^art.  16);  leurs  projections  sur  ce  plan  viennent  se  confondre 
avec  la  ligne  ^' g' ,  et  les  points  d'intersection  se  transportent  sur  des  horizontales 
jusqu'à  cette  droite.  Chaque  longueur,  telle  que  S'o',  doit  être  portée  sur  les 
rayons  correspondants  S</et  S</,  (Jig.  io5),  à  partir  du  centre  S. 

Nous  avons  supposé  que  la  surface  était  coupée  suivant  la  génératrice  (A  rt,A'a'), 
et,  pour  montrer  la  continuité  de  la  transformée  de  la  courbe,  nous  l'avons 
prolongée  de  chaque  côté  sur  la  partie  qui  correspond  à  un  des  secteurs  co- 
niques. 

On  peut  obtenir  la  grandeur  des  segments  curvilignes  «/>,  bc,  ...  en  décom- 
posant une  division  du  cercle  de  base  en  petites  parties  qu'on  puisse  assimiler 
à  des  droites,  et  les  reportant  sur  l'arc  qui  a  pour  rayon  la  génératrice  du  cône; 
mais,  comme  les  erreurs  peuvent  s'accumuler,  il  est  plus  exact  de  calculer  la 
grandeur  en  degrés  de  l'arc  qui  représente  la  circonférence  de  base,  de  déter- 
miner avec  un  rapporteur  son  amplitude  sur  le  développement,  et  de  la  parlagei' 

ensuite  en  parties  égales.  La  giandeur  angulaire  de  cet  arc  est  -V^  x  36o". 

Le  rapport  de  aS  à  a'S'  sera  souvent  donné  par  la  question  même;  dans  tous 
les  cas,  on  pourra  le  trouver  en  mesurant  ces  lignes. 

11  est  peu  dans  l'esprit  de  la  Géométrie  descriptive  d'employer  ainsi  le  calcul 
comme  auxiliaire,  mais  il  n'y  a  pas  de  règle  absolue. 

168.  Les  angles  de  la  courbe  avec  la  génératrice  ne  sont  pas  altérés  dans  le 
développement  (art.  122).  Nous  aurons  donc  la  tangente  au  point  F  {fig.  io5). 
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(Ml  ;i|i|iu\Miil  siii'  la  génératrice  les  constructions  (|ni,  dans  le  plan  tangent, 
feraient  trouver  la  tangente  à  l'ellipse.  On  peut  supposer  que  la  surface,  en  se 
déroulant,  recueille  dans  les  différents  |ilans  tangents  les  lignes  que  l'on  peut  y 
concevoir  et  les  entraine  avec  elle. 

D'après  cela,  nous  plaçons  sur  la  ///,'■.  loj  les  droites//  et/,/  de  \a  fig.  10/4 
dans  une  direction  perpendiculaire  à  S/;  nous  traçons  Im  parallèle  à  S/,  et  nous 
lui  donnons  la  longueur  l\rn  {fig.  lo'i  ),  véritable  grandeur  de  {Im,  l'm').  L'un 
ou  l'autre  des  points  ;  ou  m  suffit  pour  le  tracé  de  la  tangente. 

Kîî).  Il  est  utile  de  déterminer  les  inflexions  de  la  transformée;  nous  allons 
démontrer  qu'elles  se  trouvent  au  j)oint  où  le  plan  sécant  était  normal  ;i  la 
surface. 

Nous  remplaçons  d'abord  le  cône  par  une  pyramide  circonscrite  que  nous 
supposons  coupée  par  un  plan  (P,  P')  {fig.  107)  perpendiculaire  à  l'une  de  ses 
faces  (GE,  G'S'E').  Cette  face  est  parallèle  au  plan  vertical  de  projection;  elle 
touche  le  cône  le  long  de  la  droite  (S,  S'I). 

La  section  est  projetée  verticalement  sur  la  trace  P'  du  plan,  et  nous  aurons 
sa  transformée  par  développement  en  amenant  par  des  rotations  les  diverses 
faces  triangulaires  dans  le  plan  GSE  parallèle  au  plan  vertical. 

Dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  face  F'S'G'  autour  de  S'G',  le  point  A' 
décrit  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  est  au  pied  a  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  A'  sur  S'G',  et  vient  se  placer  en  un  point  A',,  à  une  distance  de  a 
égale  à  la  vraie  grandeur  de  cette  perpendiculaire.  Le  point  D'  va  de  même  en 
un  point  D',  sur  la  perpendiculaire  c/D'  à  S'E'.  La  partie  de  la  section  projetée 
verticalement  sur  A'B'C'D'  est  donc  en  développement  A',B'(;  D',. 

Le  point  A',  est  dans  celui  des  deux  angles  A'B'S'  et  A'B'G'  qui  est  obtus;  il 
en  est  de  même  du  point  D',  par  rapport  aux  angles  D'C'E',  D'C'S'.  Il  est  d'ail- 
leurs facile  de  voir  que,  quand  les  points  B'  et  C  seront  placés  d'un  même  côté 
du  pied  0  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  S'  sur  P',  les  angles  obtus, 
et  par  suite  les  points  A',  et  D, ,  se  trouveront  de  côtés  différents  de  la  droite  P'. 
Or,  à  moins  que  la  perpendiculaire  S'O  ne  se  confonde  avec  la  génératrice  S'I 
du  cône,  les  droites  S'G'  et  SE'  pourront  toujours  être  assez  rapprochées  de 
cette  dernière  droite  pour  que  la  condition  que  nous  venons  d'indiquer  soit 
satisfaite.  Nous  voyons  donc  que,  lorsqu'on  multiplie  les  faces  de  la  pyramide 
pour  revenir  au  cône,  les  sommets  A',  et  D',,  qui  pouvaient  d'abord  se  trouver 
d'un  même  côté  de  B'(]'  prolongé,  ai'rivent  nécessairement  à  se  placer  de  côtés 
dill'erents. 

Quand  le  plan  sécant  est  perpendiculaire  à  la  génératrice  S'I  {^Jig.  108),  les 
points  A',  et  D',  sont  du  côté  de  P'  oii  se  trouve  le  sommet  S  ,  (|uelle  que  soit  la 
■grandeur  de  l'angle  G'S'E'. 

En  résumé,  dans  le  (lévcloppcuieiil  d'un  cône,  la  transfoi'méc  d'une  section 
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niilc  par  un  plan  traverse  sa  tangente  au  point  où  le  plan  était  normal  à  la  sur- 
face, à  moins  toutefois  que  ce  plan  ne  fût  perpendiculaire  à  la  génératrice  ('). 

Ces  résultats  s'étendent  naturellement  au  cylindre,  qui  est  une  variété  du 
cône;  ainsi,  il  est  facile  de  voir  qu'au  point  où  nous  avons  reconnu  que  la  section 
plane  d'un  cylindre  prenait  une  inflexion  dans  le  développement  (art.  145),  le 
plan  sécant  est  normal  à  la  surface  (  -). 

Nous  n'avons  indiqué  sur  les  projections  horizontales  des  //ij-.  107  et  108  ni 
les  arêtes,  ni  la  section  de  la  pyramide,  parce  que  ces  lignes  ne  sont  pas  néces- 
saires à  la  démonstration,  et  qu'elles  auraient  pu  jeter  un  peu  de  confusion. 

170.  Revenons  à  h  fig.  lo'j.  Du  point  D'  où  le  plan  coupe  l'axe,  nous  abais- 
sons une  perpendiculaire  ï)'/c'  sur  S'^';  cette  droite,  en  tournant  autourde  l'axe, 
engendre  un  cône  de  révolution  qui  rencontre  orthogonalement  le  cône  donné 
suivant  le  cercle  décrit  par  le  point  k'.  Le  plan  (P,  P')  contient  les  deux  géné- 
ratrices (SI,  DT)  (SI,,  D'I')  du  cône  auxiliaire;  il  est  donc  normal  au  premier 
cône  en  deux  points  (I,  I')  et  (1,,  I'),  qui,  rapportés  sur  \a  fig.  io5,  sont  les 
points  d'inflexion  de  la  transformée.  On  construit  les  tangentes  It,  1,":,  comme 
toutes  les  autres  (  '  ). 

171.  Il  n'y  aura  d'inflexion  que  quand  le  plan  sécant  coupera  le  cône  auxi- 
liaire; d'après  cela,  en  appelant  t  et  yj  les  angles  aigus  que  l'axe  fait  avec  les 
génératrices  et  le  plan  de  section,  on  aura  deux  inflexions,  si  i  -i-  r^  <  90",  et  l'on 
n'aui'a  pas  d'inflexion,  si  £  -+-  -q  >  90".  Les  transformées  de  la  section  elliptique 
et  de  la  hase  circulaire  (^fig-  lo'i  et  loV)  donnent  des  exemples  de  ces  deux  cas. 

Quand  les  angles  t  et  -q  sont  complémentaires,  le  plan  sécant  est  normal  en 
un  seul  point  et  perpendiculaire  à  la  génératrice  de  ce  point;  par  suite  la  trans- 

(')  Oïl  peut  démontrer  ces  propositions  d'une  manière  directe  et  très  simple,  si  l'on  admet,  ce  qui 
est  à  peu  près  évident,  que  la  ligne  la  plus  courte  que  l'on  puisse  tracer  sur  une  surface  entre  deux- 
points  a  tous  ses  plans  oseulateurs  normaux  à  la  surface;  car  une  telle  ligne  tracée  sur  un  cône  a 
pour  transformée  une  droite,  d'où  il  résulte  que  la  circonstance  d'avoir  un  plan  osculateur  normal 
suffit  pour  que  le  rayon  de  courbure  de  la  transformée  au  point  correspondant  soit  infini. 

Pour  que  la  transformée  d'une  courbe  plane  tracée  sur  un  cône  ait  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  sa  tangente,  il  faut  que  son  plan  soit  perpendiculaire  à  deux  plans  tangents  consécutifs,  et,  par 
suite,  à  leur  intersection,  qui  est  la  génératrice  de  la  surface. 

Quand  nous  parlerons  des  surfaces  développables,  nous  montrerons  que  les  courbures  d'une  ligne 
tracée  sur  une  telle  surface,  et  de  sa  transformée  par  développement,  sont  liées  par  une  loi  très 
simple  dont  la  proposition  que  nous  avons  démontrée  n'est  qu'un  corollaire. 

(2)  Sur  la  fc.  98  les  points  d'inflexion  de  la  courbe  ba/i  sont  a  et  e.  Pour  la  courbe  Oiathi,  il  faut 
déterminer  les  génératrices  le  long  desquelles  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan(0,Q')(,Ao-  97^- 
Pour  cela,  par  un  point  quelconque  de  l'espace,  on  mènera  deux  droites,  lune  parallèle  aux  généra- 
trices, l'autre  perpendiculaire  au  plan  (Q,  Q');  on  fera  passer  un  plan  par  ces  lignes,  et  on  chercher.i 
les  points  de  la  trace  aLcd  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  trace  de  ce  plau. 

(')  Ou  peut  encore  construire  les  génératrices  de  contact  des  plans  tangents  perpendiculaires  au 
plan  sécant  en  menant  par  le  sommet  (S,  S')  du  cône  une  perpendiculaire  au  plan  (P,  P"),  et  en  fai- 
sant passer  par  celle  droite  des  plans  tangents  au  cône. 
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formée  ne  traverse  pas  sa  tangente  (art.  169),  mais  elle  a  un  contact  plus 
intime  avec  elle,  car  cette  circonstance  se  produit  quand  deux  points  d'inflexion 
se  réunissent. 

Ces  divers  cas  peuvent  indiireremment  se  présenter  pour  les  transformées  de 
l'ellipse,  de  la  parabole  et  de  l'Iiyperbole  ;  toutefois,  il  faut  remarquer  que,  si 
l'angle  t  est  plus  grand  que  45°.  aucune  des  ellipses  et  des  paraboles  que  l'on 
peut  concevoir  tracées  sur  le  cône  ne  prendra  d'inflexion  dans  le  développement, 
et  que,  si  £  est  plus  petit  que  /p".  toutes  les  transformées  des  paraboles  et  des 
hyperboles  auront  deux  inflexions. 

11'  ExK.MPLE.   —   Ciî/w  de  rëvolutiun  à  cijce  verlictil;  plan  sécant  perpend'icuUùvc  au  pliiii   vertiad; 
section  liyperholiquc  {Planche  XXV J.) 

172.  L"n  plan  {/nrn',  m' [x' )  (Jig.  \o^)  passant  par  le  sommet  et  parallèle  au 
plan  sécant  (P,  P')  divise  les  génératrices  en  deux  groupes  :  celles  du  premier 
groupe  ont  leur  trace  sur  l'arc  mam,,  et  rencontrent  le  plan  au-dessous  du 
sommet;  celles  du  second  ont  leur  trace  sur  l'arc  mbm,,  et  rencontrent  le  plan 
au-dessus  du  sommet.  L'intersection  est  ainsi  formée  de  deux  parties  et,  poui'  ne 
pas  négliger  l'une  d'elles,  nous  considérons  les  deux  nappes  du  cône,  que  d'ail- 
leurs nous  limitons  à  des  plans  horizontaux  et  parallèles. 

On  peut  construire  la  courbe  en  cherchant  les  points  où  un  certain  nombre  de 
génératrices  percent  le  plan;  mais,  comme  les  recoupements  seraient  assez 
obliques,  il  est  préférable  de  déterminer  les  intersections  du  cône  et  du  plan  par 
divers  plans  horizontaux.  Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  tracé,  que  nous  avons 
déjà  expliqué  à  l'article  165. 

175.  La  génératrice  (S/«,  S'm')  est  pai'allèle  au  plan,  et  les  génératrices  des 
deux  groupes  qui  sont  voisines  de  celle-là  ne  le  rencontrent  que  très  loin.  La 
courbe  présente  ainsi  deux  bras  qui  s'étendent  en  sens  contraire,  l'un  sur  la 
nappe  supérieure,  l'autre  sur  la  nappe  inférieure,  et  se  rejoignent  ii  l'intini,  an 
point  où  la  génératrice  (S/«,  S'm')  atteint  le  plan. 

On  détermine  l'asymptote,  comme  toute  autre  tangente,  en  prenant  l'intersec- 
tion du  plan  sécant  avec  le  plan  qui  touche  le  cône  au  point  correspondant  de  la 
courbe,  qui  est  le  point  situé  à  l'inflni.  Ce  plan  est  tangent  tout  le  long  de  la 
génératrice  (Sm,  S'm');  sa  trace  horizontale  est  la  droite /??p,  et  le  point  r  où  elle 
rencontre  la  trace  P  du  plan  appartient  à  l'asymptote. 

L'asymptote  est  parallèle  à  la  génératrice  (S/n,  S'm'),  parce  (|ue  ces  droites  se 
rejoignent  en  un  point  situé  à  l'intini.  On  peut  encore  dire  que  le  plan  {?,  P'), 
étant  ])arallèle  à  (Sm,  S'm'),  coupe  un  plan  qui  contient  cette  génératrice  suivant 
une  droite  qui  lui  est  paralli'Ie. 

Les  constructions  pour  déteiniiner  l'asymptote  peuvent  èlie  faiti's  sui'  le  plan 
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lioiizontal  supérieur.  La  généralrice  Sm  perce  ce  plan  en  a;  les  traces  du  plan 
tangent  et  du  plan  sécant  sont  les  droites  ai  et  tz,  :  leur  point  de  rencontre  i 
appartient  à  lasymptote. 

La  génératrice  (Sm,,  S'm')  également  parallèle  au  plan  sécant  détermine  une 
seconde  branche  infinie,  dont  l'asymptote  e,£,  est  obtenue  de  la  même  manière. 

174.  La  courbe  est  une  hyperbole.  Son  axe  transverse  est  la  droite  (aSb,  P') 
parallèle  au  plan  vertical.  On  détermine  sans  difficulté  les  sommets  (A,  A')  et 
(B,  B'),  et  le  centre  (;0.(y^. 

On  construit  le  rabattement  par  les  procédés  expliqués  pour  Fellipse  (art.  105). 

175.  Dans  le  développement,  les  ditlërents  cercles  ont  pour  transformées  des 
arcs  de  cercle  concentriques  dont  les  rayons  sont  les  segments  des  génératrices; 
on  les  trouve  en  vraie  grandeur  sur  la  droite  «'a'.  Nous  traçons  tout  d'abord  des 
longueurs  suffisantes  de  ces  arcs,  et  nous  plaçons  la  génératrice  Sb(ftg.  109). 

Nous  supposons  la  surface  coupée  suivant  la  génératrice  («a,  a' a'),  et  nous 
portons  à  partir  du  point  b  (fig.  109),  sur  le  cercle  décrit  du  point  S  comme 
centre  avec  S'a'  pour  rayon,  des  longueurs  curvilignes  égales  à  la  demi-circon- 
férence ba  {fig.  106).  Traçant  ensuite  les  droites  aSx  et  a,  Sa,  { fg.  109).  nous 
avons  les  deux  positions  que  prend  la  génératrice  (aa,  a'a'  ),  et  qui  limitent  le 
développement  de  la  surface. 

Pour  voir  où  un  point  (G,  G')  de  la  section  doit  être  placé,  nous  portons  sur  le 
cercle  décrit  avec  la  longueur  S' "■'  pour  rayon,  et  à  partir  du  point  g  de  la  droite 
Sa  (Jig.  109),  une  longueur  curviligne  ^G  égale  à  l'arc  ^G  de  \'Afig-  106. 

176.  Nous  donnons  aux  génératrices  ma.  m,  a,  les  positions  qui  leur  con- 
viennent. Dans  le  développement,  les  asymptotes  restent  parallèles  à  ces  droites 
et  à  la  même  distance  d'elles  :  ce  sont  les  droites  ez  et  e,  t,. 

Vu  la  symétrie  de  la  figure,  les  asymptotes  de  la  transformée  se  coupent  sur 
r;i\e  bB  du  développement,  mais  leur  point  de  rencontre  (2  n'a  rien  de  commun 
avec  le  centre  (0,  O' )  de  l'hyperbole  (/'g.  106). 

En  effet,  quand  la  surface  se  déroule,  à  chaque  instant,  la  partie  déjà  déve- 
loppée se  trouve  dans  un  plan  tangent  et  y  recueille  les  tangentes  qui  s'y  trou- 
vent. Les  tangentes  placées  dans  des  plans  tangents  différents  changent  ainsi 
de  position  les  unes  par  rapport  aux  autres;  il  en  est  de  même  des  asymptotes. 

Si  l'on  prend  sur  les  asymptotes  de  la  transformée  les  longueurs  eO.  c,  0, 
égales  à  e"0"  ete", 0"  (^g.  106),  on  aura  les  points  0  et  0,,  qui.  avant  le  déve- 
loppement, étaient  réunis  au  centre  de  l'hyperbole. 

Les  transformées  des  deux  arcs  de  la  courbe  peuvent  être  tracées  saii>  ililli- 
culté.  Les  nappes  sont  développées  suivant  les  polygones  mixtilignes/^N,  A,  SANi 
et  BlI|a,SanB.  La  nappe  supérieure  recouvre  en  développement  une  partie  de 
la  nappe  inférieure;  cela  arrive  quand  la  longueur  développée  du  cercle  de  base 
est  plus  grande  que  la  moitié  de  la  circonférence  dont  le  rayon  est  S'b'  (Jig.  106), 
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c'esl-;i-(lirc  (|iian(l  « 7/  surpasse  S7>'.  Lorsque  le  triangle  a'S'b'  est  é(|uilatei"il, 
les  deux  nappes  se  rejoignent  en  développement,  sans  se  recouvrir. 

La  construction  exposée  à  l'article  l(>8  lait  trouver  deux  points  d'inllexion  I 
et  1|.  Les  inflexions  sont  peu  sensibles;  cependant  on  voit  qu'elles  existent, 
parce  que  la  courbe,  à  son  sommet  B,  tourne  sa  concavité  vers  le  point  Q  où  ses 
asymptotes  se  croisent. 

Section  iHiraholujiie. 

177.  Si  l'on  suppose  que  le  plan  sécant  tourne  autour  de  sa  trace  P  et  prenne 
avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  que  les  génératrices,  il  sera  parallèle  à 
(aa,  a' a')  {fig.  io6)  et  au  plan  qui  touche  le  cône  le  long  de  cette  droite.  La 
courbe  présentera  une  branche  infinie  ;  mais  son  asymptote,  intersection  de  deux 
plans  parallèles,  sera  à  l'infini.  On  sait  qu'elle  est  alors  une  parabole. 

C((S    i!,<'llCf(d. 

178.  Les  deux  cas  que  nous  venons  d'expliquer  donnent  entièrenieiil  la  solu- 
tion du  problème  de  la  section  d'un  cône  par  un  plan  pour  ce  qui  concerne  les 
projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  courbe  d'intersection. 

On  fait  d'abord  passer  par  le  sommet  du  cône  un  plan  parallèle  au  plan 
sécant;  les  génératrices  qu'il  peut  contenir  déterminent  des  branches  infinies, 
et  les  intersections  des  plans  tangents  correspondants  avec  le  plan  donné  sont 
les  asymptotes. 

Quand  un  cône  n'est  pas  de  révolution,  pour  l'aire  le  développement,  il  faut 
partager  le  périmètre  de  la  base  en  petites  parties  que  l'on  puisse  considérer 
comme  droites,  puis  déterminer  les  vraies  grandeurs  des  génératrices  qui  abou- 
tissent aux  points  de  division.  On  a  alors  les  longueurs  des  trois  côtés  d'une  série 
de  triangles  qu'on  peut  construire  sur  un  plan,  à  la  suite  les  uns  des  autres. 

Eu  égard  au  grand  nombre  de  petites  longueurs  qu'il  faut  employer,  cette 
méthode  ne  donne  des  résultats  exacts  que  quand  les  constructions  sont  faites 
avec  beaucoup  de  soin.  Nous  devons  cependant  faire  observer  que  les  recoupe- 
ments ont  généralement  lieu  sous  des  angles  assez  ouverts. 

Observations  sur  les  sections  pldiics  des  runes,  la  disposition  des  bras  de 
leurs  branches  infinies,  et  les  plans  tange/its  ii  ces  sur/aces. 

17Î).  Les  sections  des  cônes  par  (Ici  plans  parallèles  sont  des  courbes  hoinotlié- 
lupics. 

l'our  prouver  ce  théori-me,  nous  allons  comparer  la  trace;  liori/ontalc  .\  d'un 
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cône  (./?/,'■.  loi)  avec  la  section  île  cette  surface  par  un  plan  lioiizontal  .ry.  La 
génératrice  qui  passe  par  le  point  (M,  M)  de  la  trace  A  rencontre  le  plan  xv 
en  un  point  {m,  m'),  et  l'on  a 

SM  _  S^  _  S^ 

S  m       S' m'        S'/) 

Le  rapport  de  deux  rayons  vecteurs  situés  sur  une  niénic  droite  est  donc  con- 
stant, et  par  suite  le  point  S  est  un  centre  commun  de  similitude  pour  les 
courbes  A  et  a.  La  similitude  est  inverse;  il  est  facile  de  voir  qu'elle  serait  directe, 
c'est-à-dire  que  les  rayons  vecteurs  proportionnels  seraient  dirigés  dans  le  même 
sens,  si  les  deux  plans  XY  et  xv  étaient  d'un  même  côté  du  sommet. 

Si  nous  supposons  la  courbe  a,  non  plus  sur  le  plan  horizontal  de  projection, 
mais  remise  dans  le  plan  xy,  les  deux  sections  seront  encore  semblables  et 
semblablement  placées,  mais  le  centre  commun  de  similitude  sera  le  sommet 
(S,  S')  du  cône. 

Les  droites  SG  et  SG,,  qui  sont  tangentes  k  A  et  passent  par  le  point  S,  ont 
leur  prolongement  tangent  à  a.  Ce  sont  les  projections  des  génératrices  qui 
forment  le  contour  apparent  de  la  surface  par  rapport  au  plan  horizontal 
(art.  120).  Les  points  G,  G,,  g  et  g,  sont  leurs  traces  sur  les  plans  de  section. 

Nous  supposons  le  cône  terminé  à  deux  plans  B'u'  et  èV  perpendiculaires  au 
plan  vertical,  et  par  suite  les  courbes  A  et  a  ont  été  limitées  l'une  aux  points 
B  et  B|,  l'autre  aux  points  l>  el  b,.  Ces  points  sont  homologues  dans  les  deux 
courbes.  La  similitude  n'est  complète  que  quand  les  sections  sont  considérées 
dans  toute  leur  étendue  géométrique,  ou  bien  lorsqu'elles  sont  ainsi  limitées  à 
des  points  homologues. 

180.  Le  cylindre  n'étant  qu'une  variété  du  cône,  on  peut  lui  appliquer  les 
résultats  que  nous  venons  d'obtenir,  et  l'on  trouve  <jue  les  sections  faites  dans 
cette  surface  par  des  plans  parallèles  sont  identiques  et  semblablement  placées. 
Si  l'on  veut  une  démonstration  directe,  il  est  facile  d'approprier  la  démonstra- 
tion précédente  au  cas  du  cylindre;  mais  il  est  plus  simple  de  remarquer  qu'en 
faisant  mouvoir  un  des  plans  sécants,  de  manière  que  ses  divers  points  décrivent 
les  droites  parallèles  aux  génératrices,  la  section  glissera  sur  la  surface  et  vien- 
dra se  placer  exactement  sur  la  seconde  courbe. 

181.  Si  nous  considérons  l'ensemble  des  sections  qu'on  peut  concevoir  faites 
dans  un  cône  par  des  plans  parallèles,  celle  du  plan  qui  contient  le  sommet  S  se 
réduira  à  un  point,  ou  sera  composée  de  lignes  droites. 

Toute  droite  située  dans  le  plan  sécant  et  passant  par  le  point  S  devra  être 
considérée  comme  tangente  à  la  section,  car  elle  aura  deux  points  de  rencontre 
au  moins,  réunis  en  un  seul.  Le  raisonnement  de  l'article  108  n'est  pas  appli- 
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cable  dans  ce  cas.   el  l'on  voit  (|U('  le  côno  n'a  pas  ii  son  soninict  un  plan  lan- 
gent uni(|ne. 

NoHs  aiii'ons  plnsieurs  occasions  de  revenir  sur  le  théorème  du  plan  Imigent 
et  les  exceptions  qu'il  comporte  (  '). 

182.  Nous  allons  terminer  la  (|iiestion  des  sections  planes  d'un  cône,  en 
cherchant  comment  les  hras  d'une  branche  infinie  sont  disposés  par  rappoit  à 
leur  asymptote. 

Soient  (Q,  Q')  (,//§■  i<i>)  le  plan  sécant  que  nous  supposons  perpendiculaire 
au  plan  vertical,  et  (S,  S')  le  sommet  d'un  cône  dont  la  trace  horizontale  est  la 
ligne  indéfinie  GK. 

Nous  faisons  passer  par  le  sommet  un  plan  (AA',  A'S')  parallèle  à  (Q,Q');  sa 
trace  horizontale  rencontre  la  courbe  GK  en  un  point  A  qui  appartient  à  une 
génératrice  (SA,  S'A')  parallèle  au  plan  sécant.  L'asymptote  de  la  branche 
infinie  correspondante  est  la  droite  (mn,  M'N')  intersection  du  plan  donné  avec 
le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  qui  lui  est  parallèle. 

Un  plan  (BB',  B'S')  passant  par  le  sommet  et  perpendiculaire  an  plan  vertical 
coupe  le  cône  et  le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  (SA,  S'A')  suivant  des 
droites  qui  se  projettent  sur  SB  et  Sh,  et  rencontrent  le  plan  {Q,  Q')  aux  points 
M  et  m;  ce  dernier  appartient  évidemment  à  l'asymptote. 

Si  l'on  conçoit  que  le  point  B  se  rapproche  de  A  en  entraînant  b,  les  points  M 
et  m  s'éloigneront  indéfiniment  et,  par  conséquent,  la  courbe  s'étend  à  l'infini 
en  restant  du  même  côté  de  l'asymptote.  Nous  supposons  que  l'arc  BA  ne  ren- 
contre qu'en  A  la  tangente  h\;  on  peut  toujours  prendre  le  point  B  assez  rap- 
proché de  A  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

185.  Raisonnant  de  la  même  manière  pour  une  génératrice  (SC,  S'C)  située 
sur  le  cône  de  l'autre  côté  de  (SA,  S'A'),  on  arrive  à  des  résultats  analogues; 
mais,  par  suite  du  croisement  qui  se  fait  au  sommet  S,  le  point  d'intersection  N 
est  en  deçà  de  l'asymptote,  et  la  branche  infinie  se  compose  de  deux  bras  liM,  .TN 
qui  sont  situés  de  part  et  d'autre  de  cette  droite. 

Si  la  trace  du  cylindre  avait  été  une  courbe  GAK,  ayant  une  inflexion  en  A,  on 
eût  trouvé,  au  lieu  du  point  N,  le  point  N,  situé  de  l'autre  côté  de  l'asymptote, 
et  les  deux  bras  de  la  branche  infinie  eussent  été  d'un  même  côté  de  cette  droite. 
Mais,  dans  ce  cas,  le  plan  tangent  traverse  le  cône  le  long  de  la  génératrice  de 
contact  (SA,  S'A'),  de  sorte  qu'une  section  plane  (juclconque  présente  une 
inflexion  au  point  qui  appartient  à  cette  droite. 

Nous  pourrions  étudier  la  question  en  ordre  inverse,  prendre  la  courbe  à 
branche  infinie  pour  dir(>clrice  du  cône,  et  chercher  la  forme  de  la  trace  GK  sur 
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le  plan  horizontal.  De  quelque  manière  que  nous  raisonnions,  nous  arriverons  à 
cette  conséquence  que  les  deux  bras  d'une  branche  infinie  sont  ordinairement  de 
cotés  dill'erents  de  leur  asymptote,  et  qu'ils  ne  se  trouvent  d'un  même  côté  que 
dans  un  cas  exceptionnel,  celui  où  l'on  doit  regarder  qu'un  |)oint  d'inilexion  s'est 
transporté  à  l'infini  ('). 

184.  Ce  résultat  pouvait  être  prévu.  Si  l'on  coupe  par  une  droite  parallèle  à 
son  asymptote  une  branche  infinie  disposée  comme  celles  de  l'hypeibole,  cette 
sécante  aura  sur  la  courbe  deux  points  dont  un  à  l'infini,  et  si  on  la  transporte 
parallèlement  à  elle-même,  elle  deviendra  asymptote  quand  ces  deux  points 
seront  réunis.  Lorsque  les  deux  bras  tels  que  IM  et  J,N,  sont  d'un  même  côté 
de  l'asymptote,  une  sécante  parallèle  à  cette  droite  peut  couper  la  courbe  en 
deux  points  à  distance  finie;  s'ils  se  réunissent  au  point  d'intersection  qui  est  à 
l'infini,  il  y  a  asymptotisme  avec  inflexion. 

Il  est  facile  de  voir  que  deux  bras  tels  que  JN  et  J,  N, ,  qui  s'étendraient  dans 
la  même  direction,  donneraient  un  rebroussement  à  l'infini. 

On  peut  étudier  de  la  même  manière  la  disposition  des  bras  des  branches/ja/«- 
boliques,  c'est-à-dire  infinies  sans  asymptote. 


CHAPITRE  V. 
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Déjlnitioii  et  principales  propriétés . 

185.  La  surface  qu'une  courbe  plane  BC  (//x;.  102)  engendre  en  tournant 
autour  d'une  droite  AZ  contenue  dans  son  plan  est  dite  de  révolution.  La  droite 
fixe  est  l'axe  de  la  surface;  la  courbe  génératrice  en  est  la  méridienne  ;  son  plan 
est  le  plan  méridien. 

Quand  la  méridienne  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe,  par  exemple  un 
cercle  tournant  autour  de  l'un  de  ses  diamètres,  il  lui  suffit  d'une  demi-révolution 
pour  engendrer  toute  la  surface.  Dans  le  cas  contraire,  une  révolution  complète 
est  nécessaire;  alors  chaque  plan  passant  par  l'axe  contient  deux  courbes  iden- 
tiques dans  des  positions  symétriques. 

(')  Deux  seelioiLS  planes  d'ua  même  coue  sont  \^ projcciiuii  conique  l'une  de  l'aulrc.  En  étudiant  la 
projection  conique  d'une  courbe  et  d'une  de  ses  tangentes  sur  un  plan  convenablement  placé,  nous 
avons  pu  étudier  la  disposition  des  brandies  infinies  des  courbes.  On  emploie  souvent  ce  mode  de 
transformation  dans  les  discussions  et  les  recherches  de  la  Géométrie. 
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\]i\  |)()iiit  quelconque  M  de  la  méridienne  décrit  un  cercle  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  cl  dont  le  centre  0  est  sur  l'axe.  Ce  cercle  a  reçu  le  nom  de 
parallèle. 

On  peut  considérer  la  surface  comme  engendrée  par  un  cercle  mobile  soumis 
aux  conditions  de  rencontrer  une  courbe  6c,  d'avoir  son  centre  sur  une  droite  AZ, 
et  d'être  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite.  La  directrice  bc  engendre- 
rait la  surface  par  sa  révolution  autour  de  l'axe;  si  elle  est  plane  et  si  son  plan 
contient  l'axe,  c'est  la  méridienne  dans  une  de  ses  positions. 

186.  En  un  point  (|uelconque  .M  de  la  surface,  la  tangente  MT  au  parallèle, 
étant  perpendiculaire  au  rayon  OM  et  à  l'axe  OZ,  l'est  aussi  au  plan  de  ces  deux 
droites,  qui  est  le  plan  méridien  du  point  M.  Le  plan  tangent  au  point  M  conte- 
nant MT  sera  également  perpendiculaire  au  plan  méridien.  Ainsi,  tout  plan  lan- 
gent à  une  surface  de  révolution  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  du  point  de 
contact. 

La  normale  MNà  la  surface  au  point  M.  étant  perpendiculaire  au  plan  tangent, 
se  trouve  dans  le  plan  méridien,  et  par  conséquent  va  rencontrer  l'axe  en  un 
point  N. 

Si  le  plan  méridien  OMN  tourne  autour  de  AZ,  en  entraînant  toutes  les  lignes 
<|u'il  contient,  la  droite  MN  engendrera  un  cône  de  révolution  dont  le  parallèle 
sera  la  base;  elle  rencontrera  donc  toujours  à  angle  droit  la  tangente  de  ce 
cercle,  et  par  suite  elle  sera  normale  à  la  surface,  car  elle  l'est  déjà  à  la  méri- 
dienne dans  toutes  ses  positions.  Ainsi,  les  normales  à  une  surface  de  rxTolutio/i, 
aux  différents  points  d'un  même  parallèle,  forment  un  cône  de  réi'olution  dont  le 
sommet  est  sur  l'axe. 

187.  Quand  on  veut  résoudre  des  problèmes  relatifs  à  une  surface  de  révo- 
lution, on  prend  l'un  des  plans  de  projection  perpendiculaire  à  son  axe;  c'est 
généralement  celui  que  l'on  considère  comme  borizontal.  Les  deux  projections 
de  l'axe  sont  alors  un  point  0  et  une  verticale  O'Z  {^fig-  i  lo).  On  appelle  plan 
méridien  de  front  le  plan  passant  pai'  l'axe  et  parallèle  au  plan  vertical.  La  méri- 
dienne qu'il  contient  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  vertical;  dans 
l'épure  qui  nous  occupe,  elle  se  compose  de  deux  courbes  identiques  G'IJ'E'C 
et  G,  B,  E'i  C'i  symétriquement  placées  par  rapport  à  l'axe. 

188.  l*roposons-nous  de  trouver  la  projection  verticale  du  point  de  la  surface 
dont  la  projection  borizontale  est  un  point  donné//?.  Si  nous  supposons  que  le 
point  cbcrcbé  se  transporte  sur  son  parallèle  juscjue  dans  le  plan  du  méridien 
(le  Iront,  sa  projection  m  décrira  un  arc  de  cercle  dont  le  point  0  sera  le  centre, 
et  se  ])lac('ra  en  n  sur  OH;  sa  projection  verticale  se  trouvant  alors  sur  la  méri- 
dicmiKi  Ci'E'  sera  né(;essaireinent  ti  ou  lé' .  Si  nous  l'amenons  mainlcuanl  le 
poiiil  <laiis  sa  position,  sa  projection  verticale  se  transportera  liorizonlalement 
(Il  ///'  ou  ///",  sur  la  perpendiculaire  menée  du  point///  ii  la  ligne  de  terre. 
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On  eût  trouvé  les  mêmes  pointsm'  et/«"  en  transportant  le  point  m  sur  la  pro- 
jection B,  C|  de  la  méridienne  imerse. 

Si  la  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  menée  par  un  point  n  n'avait  pas  ren- 
contre la  méridienne  de  front,  il  n'y  aurait  pas  eu  de  solution;  il  faut  donc  que 
le  point  n  soit  entre  les  points  C  et  B,  ce  qui  nous  montre  que  les  parallèles  des 
points  (C,  C')et  (B,  B')  forment  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan 
horizontal.  En  tous  les  points  de  ces  parallèles  la  tangente  au  méridien  est  ver- 
ticale, et  le  plan  tangent  qui  la  contient  est  également  vertical. 

189.  Si  l'on  avait  donné  la  projection  verticale  m'  d'un  point  de  la  surface, 
on  eût  trouvé  la  projection  horizontale  correspondante  par  la  même  construction 
faite  en  ordre  inverse.  Ainsi,  le  point  m'  aurait  été  porté  sur  la  méridienne  de 
front  en  «'  par  une  horizontale,  puis  projeté  en  n  sur  CB,  et  ramené  par  un  arc 
de  cercle  en  w  ou  w„  sur  la  perpendiculaire  menée  du  pointez' à  la  ligne  de  terre. 

L'horizontale  du  point  m'  coupe  la  méridienne  en  un  second  point  N'  qui  fait 
trouver  deux  autres  solutions  M  et  M^. 

On  reconnaît  facilementquc  le  point  ««' ne  serait  la  projection  d'aucun  point  de 
la  surface,  s'il  était  en  dehors  du  périmètre  mixtiligne  G'B'E'B,  G, .  On  voit  ainsi 
que  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  vertical  est  formé  par  les  deux 
segments  de  droite  E'E',  et  G'G, ,  et  par  les  deux  demi-cercles  E'B'G',  E', B,  G', . 

Si  le  point  m'  se  trouvait  dans  l'intérieur  de  l'une  des  deux  méridiennes  G'E' 
et  G,E'|,  on  n'aurait  que  deux  solutions.  Les  arcs  G'C'E'  et  G'|C', E',  ont  le  carac- 
tère de  contour  apparent  pour  la  partie  intérieure  de  la  surface;  ils  formeraient 
réellement  le  contour  apparent  d'un  corps  qui  serait  engendré  par  la  révolution 
de  l'aire  G'C'EV/'a'.  En  tous  les  points  des  deux  méridiennes  de  front  E'G' et 
E, G'|,la  tangente  du  parallèle  est  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et  le  plan 
tangent  qui  la  contient  est  également  perpendiculaire  à  ce  plan. 

190.  Proposons-nous  maintenant  de  construire  le  plan  tangent  au  point 
(in,  m')  de  la  surface  de  révolution  considérée  (fig-  iio). 

Pour  avoir  au  point  donné  la  tangente  de  la  méridienne,  nous  amenons  cette 
courbe  dans  le  plan  méridien  de  front  par  une  rotation  autour  de  l'axe;  le  point 
(m,  m')  se  place  en  (n,  n');  nous  pouv.ons  tracer  la  tangente  n'Y' ,  et  déterminer 
le  point  F  où  elle  perce  le  plan  horizontal.  Si  la  méridienne  est  ramenée  dans  sa 
première  position,  le  point  F  décrit  un  arc  de  cercle  autour  du  point  0  et 
s'arrête  en/sur  la  droite  Om,  la  tangente  se  meut  sur  un  cône  de  révolution  dont 
le  sommetest  au  pointK  de  l'axe,  et  ses  projections  définitives  sont  wOy,  ni'Kf; 
ses  traces /et  H'  appartiennent  aux  traces  du  plan  tangent. 

Ce  plan  contient  encore  la  tangenle  du  parallèle,  qui  est  horizontale  et  per- 
pendiculaire à  la  droite  mOf  :  la  trace  horizontale /L  de  ce  plan  est  donc  aussi 
perpendiculaire  à  la  droite  mOf  mi /:  sa  trace  verticale  est  déterminée  par  les 
points  H'  et  L. 
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Pour  déiiiunlrerla  jjci'pendicularité  de/L  sur  mOf,  on  [jeut  dire  que  0/esl  la 
projection  de  la  normale  à  la  surface,  ou  encore  que,  le  plan  horizontal  et  le  plan 
tangent  étant  l'un  et  l'autre  perpendiculaires  au  plan  niéiidien  Om,  leur  inter- 
section, qui  est  la  trace /L,  est  perpendiculaire  au  plan  méridien,  et  par  suite  à 
sa  trace. 

En  menant  la  droite  /l'W  perpendiculaire  à  /l'F',  nous  déterminerons  sur  l'axe 
le  point  R,  sommet  du  cône  formé  par  les  normales  à  la  surface  le  long  du  paral- 
lèle (mn,  m'n').  La  droite  R«?'  est  donc  la  projection  verticale  de  la  normale  au 
point  (/«,  m'),  et  elle  doit  par  suite  renconlrer  à  angle  droit  la  trace  H'L  du  plan 
tangent  (art.  40). 

191.  En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  poui-  le  cône  à  l'article  181,  on 
reconnaît  qu'une  surface  de  révolution  n'a  pas  de  plan  tangent  unique  aux  points 
où  la  méridienne  rencontrerait  Taxe  obliquement,  mais  en  ces  points-là  seu- 
lement. 

Au  point  (/?,  Il')  (Jlg.  iio)  les  tangentes  au  méridien  et  au  parallèle  sont  de 
côtés  différents  de  la  surface;  le  plan  qui  contient  toutes  les  tangentes  coupe 
donc  la  surface.  Nous  rencontrerons  d'autres  exemples  de  cette  disposition,  qui 
conduit  à  une  question  intéressante  dont  nous  aurons  à  nous  occuper  dans  la 
seconde  Partie  de  cet  Ouvrage. 

Le  plan  tangent  au  point  (N,  N')  ne  coupe  pas  la  surface  et  n'a  que  ce  point 
de  commun  avec  elle. 

Enfin  le  plan  du  parallèle  supérieur  G'G',  et  celui  du  parallèle  inférieur  E'E', 
sont  tangents  chacun  tout  le  long  du  parallèle  qu'il  contient. 

Scctio/i.s  planes.  —  (P/.   XXIX,  Jl^.    \\i\. 

lî)2.  La  méridienne  est  (ED.  E'D'),  l'axe  (0,  0"Z);  Rk  et  aH'  sont  les 
traces  du  plan  sécant  sur  le  plan  horizontal  et  sur  le  plan  méridien  de  front  aT. 
Ce  plan  est  notre  plan  vertical;  mais,  pour  empêcher  les  deux  projections  de  se 
superposer,  nous  l'éloignons  de  la  longueur  aa'  avant  de  le  rabattre. 

Nous  coupons  le  plan  et  la  surface  par  une  série  de  plans  horizontaux  conve- 
nablement espacés.  Les  sections  du  plan  donné  sont  des  droites  parallèles  à 
aR,  dont  on  obtient  les  projections  horizontales  en  ramenant  en  j3,  y,  ...  les 
points  [i',  -;'.  ...  où  la  trace  a'H'  rencontre  les  horizontales  ^'R",  y'C",  .  .  . ,  traces 
verticales  des  plans  auxiliaires.  Les  sections  de  la  surface  sont  des  parallèles 
qui  se  |)rojettent  horizontalement  en  vraie  grandeur.  Les  rencontres  respectives 
des  droites  etdes  cercles  donnent,  suh'  le  plan  horizontal,  les  points  i ,  2,  3,  .  .  . , 
qu'on  relève  sur  les  projections  verticales  des  parallèles  en  i',  :>/,  j' 

105.  On  reconnaît  par  la  construction  même  que  l'intersection  du  plan  donne 
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avec  le  plan  méridien  qiii  lui  est  perpendiculaire  est  un  axe  de  la  courbe.  La 
projection  horizontale  OR  de  cette  droite  est  également  un  axe  de  la  projection 
de  la  courbe.  Sur  le  plan  vertical  la  droite  OR',  rencontrant  obliquement  les 
cordes  horizontales  qu'elle  partage  en  parties  égales,  est  simplement  un  diamètre 
de  la  projection. 

Pour  avoir  les  points  où  le  plan  vertical  OR  rencontre  l'intersection,  nous  le 
faisons  tourner  autour  de  l'axe,  de  manière  à  le  rabattre  sur  le  plan  méridien  de 
front.  La  droite  (OR,  O'R')  devient  (OR,,  OR',)  et  coupe  la  méridienne  D'|E',  aux 
points  (/72',  ni^)  et  («',  n\)  qu'on  ramène  l'un  en  {m,  m')  et  l'autre  en  («,  n'). 
A  ces  points,  la  tangente  est  horizontale,  et  par  suite  ses  projections  sont  respec- 
tivement parallèles  à  Ra  et  à  la  ligne  de  terre. 

La  tangente  est  également  horizontale  aux  points  (6,  G')  et  (i3,  i3')  qui  sont 
situés  sur  le  parallèle  supérieur,  et  qui,  par  conséquent,  sont  les  plus  élevés  de 
la  courbe. 

La  construction  qui  nous  a  donné  les  points  {m,  m')  et  {n,  n')  peut  servir 
pour  déterminer  les  points  de  l'intersection  situés  sur  un  méridien  quelconque, 
et  par  suite  pour  tracer  la  courbe. 

194.  La  tangente  en  un  point  (5,  .5')  de  l'intersection  est  contenue  dans  le 
plan  tangent  et  dans  le  plan  sécant.  Si  nous  ramenons  le  point  considéré  dans 
le  plan  méridien  de  front  par  une  rotation  autour  de  l'axe,  il  se  placera  en(B,  B') 
et  nous  pourrons  tracer  la  tangente  B'T'  à  la  méridienne.  Elle  perce  en  (T,  T')  le 
plan  horizontal  17',  2'  que  nous  choisissons  pour  cette  construction.  Nous  rame- 
nons le  point  T  en  T,  sur  la  droite  05,  et  la  trace  du  plan  tangent  est  la  droite 
T|T;>,  perpendiculaire  h  OT,.  La  trace  du  plan  sécant  sur  le  point  horizontal 
choisi  est  17,2.  Le  point  de  rencontre  Ta  et  le  point  T'.,  qui  lui  correspond  sur 
l'horizontale  17',  2'  font  connaître  la  tangente  (To.t,  T.,  5'). 

Nous  avons  opéré  sur  un  plan  horizontal  plus  élevé  que  celui  qui  nous  avait 
d'abord  servi,  afin  de  maintenir  les  constructions  dans  le  cadre  de  l'épure. 

Par  suite  des  symétries  que  nousavons  établies,  les  tangentes  aux  points(5,5') 
et  (14,  14')  rencontrent  la  droite  (RO,  R'O')  en  un  même  point  (K,  K'). 

19a.  La  projection  horizontale  de  l'intersection  touche  les  parallèles  qui  for- 
ment le  contour  apparent  de  la  surface  aux  points  3  et  16  d'une  part,  9  et  10  de 
l'autre  (art.  149). 

La  trace  a'H'  coupe  la  méridienne  E',  D',  aux  points  u'  et  v' ;  la  projection  verti- 
cale de  la  courbe  passe  par  ces  points,  et  y  est  tangente  à  la  méridienne,  qui 
doit  être  considérée  comme  le  contour  apparent  de  la  surface  (art.  189).  La 
projection  traverse  la  méridienne  en  divers  points,  dont  un  se  trouve  entre  2'  et 
3';  ces  rencontres  ne  correspondent  pas  h  un  point  commun  dans  l'espace. 

La  projection  verticale  de  l'intersection  parait  se  confondre,  sur  une  petite 
longueur,  avec  la  méridienne  E'D';  mais  en  réalité  elle  la  traverse  seulement,  et 
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ces  coiirl)es  iio  se  rencontrent  même  pas  dans  l'espace,  comme  on  le  voit  par  la 
projection  horizontale  ('). 

100.  Les  denx  projections  tle  la  conrhe  se  correspondent  point  à  point;  ainsi 
le  point  j  est  la  projection  d'un  seul  point  de  la  courbe  qui  est  projeté  vertica- 
lement en  5'.  Il  résulte  de  là  que  toute  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre 
rencontre  les  deux  projections  de  l'intersection  en  un  même  nombre  de  points, 
et  que  ces  projections  ont  des  tangentes  communes  perpendiculaires  à  la  ligne 
de  terre;  il  y  en  a  quatre  :  chacune  d'elles  forme  les  deux  projections  d'une 
même  tangente  de  la  courbe  de  l'espace.  On  voit  immédiatement  la  position 
approximative  des  points  de  contact  de  ces  lignes  :  l'un  d'eux  est  entre  (4,  ^') 
et  (5,  5');  mais  on  ne  peut  le  déterminer  d'une  manière  un  peu  précise  que  par 
une  courbe  d'erreur. 

Après  avoir  tracé  la  tangente  !\.L,  au  point  1,  nous  cherchons  dans  le  cercle 
dont  le  rayon  est  4-'-  1^^  longueur  4.c  du  sinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  une 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Nous  déterminerons  ensuite,  dans  des  cercles 
de  même  rayon,  les  sinus  des  angles  analogues  pour  d'autres  tangentes  :  on 
trouve  pour  celle  du  point  5  la  ligne  bb'. 

Ces  longueurs  sont  ensuite  portées  sur  les  traces  des  dilïérents  plans  auxi- 
liaires, à  partir  d'une  verticale  XX,  (/ig.  ii3),  à  droite  ou  à  gauche  de  cette  droite, 
suivant  que,  sur  le  plan  horizontal,  elles  sont  à  droite  ou  à  gauche  des  perpendi- 
culaires /oC,  To/^, . . .  à  la  ligne  de  terre.  Quand  on  a  déterminé  un  nombre  suf- 
fisant de  points  a',  b',  c' ,  cl' ,  on  les  unit  par  une  courbe,  et  le  point  e'  où  elle 
coupe  la  verticale  XX,  fait  connaître  la  hauteur  du  parallèle  qui  contient  le  point 
pour  lequel  l'angle  analogue  à  b'\..M  est  nul.  Par  crainte  de  jeter  un  peu  de  con- 
fusion sur  l'épure,  nous  n'avons  pas  fait  les  opérations  pour  déterminer  les 
points  de  la  courbe  qui  sont  sur  ce  parallèle. 

Les  autres  points  de  l'intersection  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre  sont  situés  près  de  (17,  17'),  (12,  12')  et  {v,  e'). 

Principales  vropriétés  <le  l'inpci'holuuli'  de  rc'^'olutio/i. 
{PI.  XXïUI,fii^.  m.) 

107.  Nous  allons  nous  occuper  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution 
d'une  droite  autour  d'un  axe  qu'elle  ne  rencontre  pas;  nous  établirons  tout  d'a- 
bord celles  de  ses  propriétés  qui  nous  seront  utiles  pour  les  constructions. 

(')  Si  la  courbe  d'intersection  coupait  deux  lois  la  méridienne  (ED,  E'I)')  près  le  point  (7,  7'),  elle 
aurait  sur  le  i)lan  vertical,  avec  celte  ligne  qui  forme  contour  apparent,  deux  points  de  contact  analogues 
à  «'et  v' .  Alors,  en  déi)la(,'aiit  le  plan  sécant,  oi^pourrait  réunir  ces  points,  et  les  courbes  siinplcmciit 
tangentes  dans  l'espace  auraient  en  projection  un  contact  du  troisième  ordre. 

Hii-n  dans  noire  raisonnement  n'est  spécial  aux  surfaces  de  révolution;  ainsi  nous  voyons  que,  t\uuiid 
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L'axe  est  la  verticale  (0,  O'e');  ae  et  à é  sont  les  projections  de  la  ijéiiératricc 
dans  sa  position  initiale,  que  nous  supposons  parallèle  au  plan  vertical. 

Un  point  quelconque  {p,p')  décrit  un  parallèle  qui  se  projette  en  vraie  gran- 
ileur  sur  le  plan  horizontal.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  surae  donne 
la  plus  courte  distance  de  l'axe  à  la  génératrice,  et  le  point  {e,  e')  de  cette 
droite,  étant  le  plus  rapproché  de  l'axe,  décrit  le  plus  petit  parallèle  ou  cercle  de 
gorge.  Toutes  les  génératrices  sont  à  la  même  distance  de  l'axe;  par  suite,  leurs 
projections  horizontales  se  trouvent  également  éloignées  du  point  0,  et  tangentes 
à  la  projection  du  cercle  de  gorge.  Aucun  point  de  la  surface  ne  peut  se  projeter 
dans  l'intérieur  de  ce  cercle,  qui  présente  ainsi  le  caractère  géométrique  de 
contour  apparent,  et  doit  être  tangent,  en  projection  horizontale,  à  toutes  les 
lignes  qu'il  rencontre  sur  la  surface,  à  moins  que  leur  tangente  au  point  de  con- 
tact ne  soit  verticale  (art.  189).  La  trace  horizontale  de  la  surface  est  le  paral- 
lèle décrit  par  le  point  (a,  a'). 

Sur  la  ligure,  nous  avons  limité  lagénérati'ice  ^u  plan  horizontal  de  projection 
et  au  plan  du  cercle  de  gorge;  mais  elle  doit  être  considérée  comme  indéfinie. 

198.  Prolongeons  la  droite  «e  jusqu'à  sa  seconde  rencontre  avec  la  trace  de  la 
surface  en  a,,  relevons  ce  point  en  a\  sur  la  ligne  de  terre,  et  traçons  la  droite 
u\e'  :  les  deux  droites  {ae,  a'e')  et  (a,e,  à^e)  engendrent  la  même  surface  dans 
leur  révolution  autour  de  l'axe,  car  on  voit,  par  la  symétrie  de  la  figure,  que  deux 
points  {p, p'),  (p,,p\)  situés  à  la  même  hauteur  décrivent  le  même  cercle. 

Ces  nouvelles  génératrices  rectilignes  sont,  comme  les  premières,  à  une 
distance  de  l'axe  donnée  par  la  ligne  Oe;  leurs  projections  sont  donc  aussi  tan- 
gentes à  la  projection  horizontale  du  cercle  de  gorge,  ce  qu'il  était  facile  de  pré- 
voir, puisque  ce  cercle  forme  contour  apparent. 

199.  Supposons  que  l'on  donne  la  projection  horizontale  m  d'un  point  situé 
sur  la  surface,  au-dessous  du  plan  du  cercle  de  gorge  :  en  traçant  la  projection 
horizontale  nmn,  du  parallèle  qui  passe  par  ce  point,  nous  déterminerons,  sur  les 
génératrices  initiales  des  deux ^v^/ràze^.  les  points(/2,  /z')et(n,,  «,)  qui  décrivent 
ce  cercle,  et  nous  obtiendrons  sa  projection  verticale  n'n\,  sur  laquelle  nous 
pourrons  relever  la  projection  m'  du  point. 

Quand  le  point  (n,  n)  vient  en  (m,  m'),  la  projection  cine  de  la  première 
génératrice,  toujours  tangente  au  cercle  de  gorge,  prend  la  position  smr,  et  l'on 
obtient  la  projection  verticale  correspondante  s'rn'r,  en  relevantles  points  ^etr, 
respectivement  sur  A' A',  et  F' G'.  De  même,  quan.l  le  point  («,,  n\)  vient  en 
(m,  m'),  la  génératrice  {atn,e,a\n\e')  prend  la  position  (s,r?ir^,s\m' r\).  Il  passe 
donc  par  le  point(»?,m')  deux  génératrices  faciles  à  déterminer  :  elles  sont  leurs 


ti/ie  courbe  tracée  sur  une  surface  est  tangente  à  son  contour  apparent,  le  contact  s 'élève  au  troisième 
ordre  sur  le  plan  de  projection . 

I.  —  De  l.v  Gol'Rnerie.  —  Descriptive.  '^ 
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propres  tangentes,  et  par  suite  le  plan  tangent  de  la  surface  au  point  m  a  pour 
traces  «,  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  et  /r,  sur  le  plan  du  cercle  de 
gorge.  Ces  droites  sont  perpendiculaires  à  la  trace  Ow  du  plan  méridien,  comme 
nous  savons  que  cela  doit  être  (art.  190). 

Si  le  point  de  la  surface  i)rojeté  en  m  avait  été  au-dessus  du  plan  du  cercle  de 
gorge,  on  eût  relevé  n  sur  a\e'  en  n",  et  n^  sur  a' e  ;  les  traces  des  génératrices 
projetées  sur  mre\.  mr^  eussent  été  aux  points  de  rencontre  du  cercle  AA,  avec 
ces  droites  prolongées  au  delà  de  r  et  de  r, . 

200.  Si  le  point  de  contact  m  change  de  position  en  restant  toujours  sur  la 
génératrice  rs,  la  droite  ss^  tourne  autour  du  point  s.  Le  plan  tangent  n'est  donc 
pas  le  même  aux  divers  points  d'une  génératrice  rectiligno,  ainsi  que  cela  a  lieu 
pour  les  cônes  et  les  cylindres. 

On  remarquera  encore  que  le  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  les  droites 
rs  etr,  *,.  Ce  résultat  et  celui  que  nous  avons  obtenu  à  l'article  191  nous  mon- 
trent que  le  plan  déterminé  par  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  qui  se  croisent 
sur  une  surface  en  un  point  se  présente  quelquefois  comme  plan  sécant. 

201.  Si  nous  supposons  que  l'horizontale  (Oe,  e' )  tourne  de  i8o°,  en  entraî- 
nant avec  elle  la  génératrice  (('«,,  e'a,),  cette  droite  prendra  la  position  {tb^,  e  a'), 
et  elle  sera  évidemment  parallèle  à  {ea,ea').  Nous  voyons  donc  qu'une  généra- 
trice du  premier  système  est  toujours  parallèle  à  une  génératrice  du  second. 

Les  génératrices  parallèles  ea  et  £&,  déterminent  le  plan  tangent  à  la  surface 
au  point  infiniment  éloigné  où  elles  se  rencontrent,  comme  rs  et  r^s^  déter- 
minent le  plan  tangent  en  m.  Les  traces  de  ce  plan  tangent  à  l'infini  sontaè,,  eOt 
eta'e'  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  le  plan  du  cercle  de  gorge  et  le  plan 
vertical. 

202.  On  construit  la  méridienne  en  relevant  sur  le  plan  vertical  les  points  où 
les  projections  horizontales  des  différents  parallèles  rencontrent  la  droite  AOA,, 
trace  du  méridien  principal  :  ainsi  P  en  P'.  On  a 

tang-a'e'O  =^  - — ^. 
e'  i 

On  déduit  de  cette  équation 

lailK-a    e    0=   ; ) 


en  remarquant  que  les  longueurs /;'/ et  Pi  sont  égales  au  côté/jf-età  l'hypoténuse 
/)()  du  triangle  rectangle/>Or. 

L'angle  a'e'O'  et  le  rayon  eO  du  cercle  de  gorge  sont  constants;  les  longueurs 
e'i  et  P'i  peuvent  être  considérées  comme  les  coordonnées  du  point  quelconque  P' 
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delà  méridienne  :  on  voit,  d'après  cela,  que  cette  courbe  est  une  hyperbole.  Cette 
circonstance  a  fait  donner  h  la  surface  le  nom  à'/irperboloïde  de  révolution  ('). 

Toute  hyperbole  peut  être  déterminée  par  l'équation  (jui  précède,  au  moven  de 
valeurs  convenables  de  l'angle  «V'O  et  du  rayon  eO;  il  en  résulte  que  la  surface 
engendrée  par  la  révolution  d'une  hyperbole  quelconque  autour  de  son  axe  non 
transverse  admet  toujours  deux  systèmes  de  génératrices  rectiligiies. 

205.  La  méridienne  que  nous  venons  de  construire  est  de  front;  elle  forme, 
par  suite,  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  vertical  (art.  189)  et  les 
projections  des  génératrices  lui  sont  toutes  tangentes.  Ainsi  la  droite  s\r\  devra 
être  tangente  à  l'hyperbole  au  point  f,,  projection  verticale  de  l'intersection 
de  la  génératrice  (s,r,,  s\r\)  avec  le  plan  méridien  AA,.  Supposons  maintenant 
que  la  droite  (^i/", ,  s\r\)  tourne  sur  la  surface,  de  manière  que  le  point  (/•, ,  r\) 
se  rapproche  de  (e,  e');  le  point  de  contact  cj  s'éloignera,  et  sera  à  l'infini  quand 
la  droite r,5,  aura  pris  la  position  ea,.  La  droite  a\e'  est  donc  une  tangente  de  la 
méridienne  dont  le  point  de  contact  s'est  éloigné  à  l'infini,  c'est-à-dire  une  asym- 
ptote. La  projection  horizontale  de  cette  ligne  est  Oa,  ;  on  voit  qu'elle  est  paral- 
lèle aux  deux  génératrices  (ea,,  e'a\),  (ih,  e'a\)  et  dans  le  même  plan  qu'elles. 

Par  les  mêmes  raisons,  la  droite  (Oa.e'a'),  seconde  asymptote  de  l'hvperbole 
méridienne,  est  [tarallèle  aux  génératrices  (ea,  e'd),  (tb,,  ea)  et  dans  le  plan 
qu'elles  déterminent. 

On  peut  construire  la  méridienne  en  déterminant  les  points  où  les  génératrices 
percent  le  plan  vertical  A.\,.  De  cette  manière  on  obtient  les  tangentes  à  la 
courbe  et  leurs  points  de  contact. 

204.  Si  nous  supposons  que  l'on  fasse  tourner  d'un  même  mouvement  l'asym- 
ptote Oa  et  les  génératrices  parallèles  ea  et  zb,,  ces  droites  resteront  parallèles, 
et  dans  un  même  plan  mobile  avec  elles;  pendant  que  les  deux  dernières  décri- 
ront la  surface,  la  première,  toujours  asymptote  de  l'hyperbole  méridienne  dans 
les  différentes  positions,  engendrera  un  cône  dont  le  sommet  sera  au  point  (0,  e), 
qui  est  le  centre  du  cercle  de  gorge,  des  hyperboles  et  de  la  surface.  On  appelle 
ce  cône  cône  asymptote. 

Le  plan  {ab,,  a'e'),  tangent  au  point  intiniment  éloigné  oii  les  génératrices  ea 
et  ib,  se  rencontrent,  est  évidemment  tangent  au  cône  asymptote,  le  long  de  la 
génératrice  parallèle  0 a. 

En  résumé  : 

1"  Tout  hyperboloïde  de  révolution  est  asymptote  d'un  cône  également  de 
révolution  ; 

(')  En  Géométrie  générale  on  considère  deux  liyperboloïdes  de  révolution  :  \'\in  à  une  nappe  esl  celui 
dont  nous  nous  occupons,  l'autre  à  deux  nappes  est  engendré  par  la  révolution  d'une  hyperbole  autour 
de  son  axe  Iransverse.  Nous  ne  parlerons  pas  de  ce  dernier,  qui  n'est  d'aucune  utilité  dans  les  arts  gra- 
phiques. 
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2"  Ce  cône  est  directeur  pour  les  deux  systèmes,  c'est-à-dire  que  ses  généra- 
trices sont  respectivement  parallèles  à  celles  delà  surface  dans  les  deux  systèmes; 

3"  Les  plans  tangents  au  cône  asymptote  contiennent  les  génératrices  de  l'hy- 
perboloide  |)arallèles  à  la  génératrice  de  contact  du  cône,  et  sont  tangents  à 
i'Iivperboloïde  au  point  infiniment  éloigné  où  ces  droites  se  rencontrent. 

Sections  pJaiies  de  l'/iypcrholoidc  de  révolution. 

!"'■   ExiiMi'Lic.   —   Are   vertical;  section  cllipliqitc  (Plniiche  XXX.) 

203.  L'axe  de  la  surface  est  la  verticale  (0,  0"L')  {fig.  1 14);  les  projections 
de  la  génératrice  considérée  dans  sa  position  initiale,  que  nous  supposons  paral- 
lèle au  plan  vertical,  sont  {ah,  a'L');  enfin  les  traces  du  plan  sécant  sur  le  plan 
horizontal  et  sur  le  plan  méridien  de  front  sont  aR  et  a'O'. 

Des  plans  auxiliaires  horizontaux  B'[i',  C'y',  •  ■ .  coupeiTt  le  plan  donné  suivant 
des  droites  ^8,  y';,...,  et  l'hyperboloïde  suivant  des  parallèles  268,  "icj,.... 
Les  points  de  rencontre  des  droites  et  des  cercles  situés  dans  les  mêmes  plans 
auxiliaires  appartiennent  à  la  courbe;  on  les  obtient  immédiatement  sur  le  plan 
horizontal,  et  on  les  relève  sur  les  droites  B'B',  C'y', ...  du  plan  vertical. 

La  tangente  en  un  point  (3,  3')  passe  parle  point  T,  intersection  de  la  trace  Ra 
du  plan  sécant  avec  la  trace  a^a.,  du  plan  tangent  (art.  i99), 

206.  La  droite  (OR,  OR'),  intersection  du  plan  sécant  par  le  plan  méridien 
qui  lui  est  perpendiculaire,  est  un  axe  de  la  courbe  dans  l'espace;  OR  est  égale- 
ment un  axe  de  la  projection  horizontale;  O'R'  est  le  diamètre  de  la  projection 
verticale  conjugué  avec  les  cordes  horizontales  (art.  193). 

Les  points  (i ,  i')  et  (.5,  5'),  où  l'axe  (OR,  O'R')  rencontre  la  surface,  sont  deux 
sommets  de  l'intersection.  On  les  détermine  facilement,  lorsque  la  méridienne 
est  tracée,  en  faisant  tourner,  autour  de  l'axe  de  révolution,  la  droite  (OR,  OR') 
de  manière  à  la  rendre  parallèle  au  plan  vertical,  et  en  prenant  alors  ses  ren- 
contres avec  cette  courbe.  Nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  les  sommets 
(i,  i')  et  (5,  5')  sans  tracer  la  méridienne. 

207.  Si  la  droite  (OR,  OR')  tourne  autour  de  l'axe  de  révolution,  elle 
engendre  un  cône  dont  nous  pourrons  construire  les  intersections  avec  la  géné- 
ratrice (aL,  a'L')  de  l'hyperboloïde  (art.  121  a).  Lorsque  les  deux  génératrices 
du  cône  qui  passent  par  les  points  de  rencontre  auront  été  ol)lenues,  en  amenant 
successivement  chacune  d'elles  à  coïncider  avec  (OR,  O'R'),  les  points  déterminés 
resteront  sur  l'hyperboloïde  et  donneront  les  sommets  cherchés. 

Le  cône  engendré  par  la  révolution  d(!  la  droite  (OR,  O'R')  a  pour  liacc  le 
cercle  RQP.  Nous  menons  par  le  point  (0,  0)  une  parallèle  à  («L,  a'L'),  cl  nous 
déterminons  sa  trace  horizontale  g  :  le  plan  passant  par  le  point  (0,  O')  et  par 
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la  génératrice  donnée  (aL,  a'L')  a  pour  trace  l'iiorizontale  ag,  et  coupe  le  cône 
suivant  les  deux  droites  OP  et  00.  La  première  rencontre  la  génératrice  aL  au 
point/7;  si  nous  la  faisons  tourner  autour  de  l'axe  jusqu'à  ce  qu'elle  prenne  la 
position  OR,  le  point/jse  place  au  point  i,  que  nous  relevons  en  i'. 

L'autre  droite  OQ  coupe  la  génératrice  aL  de  l'hvperboloïde,  au  delà  du  sommet 
du  cône,  en  un  point  q,  que  l'on  ramène  en  (5,  V). 

Les  tangentes  en  i  et  en  5  à  la  projection  horizontale  de  la  section  sont  per- 
pendiculaires h  OR;  les  tangentes  en  i'  et  en  V  à  sa  projection  verticale  sont 
perpendiculaires  à  0"0'. 

208.  En  construisant  notre  épure,  nous  avons  déterminé  tout  d'abord  les 
points  (i,^i')  et  (5,  j');  puis  nousavons  choisi  des  plans  horizontaux  auxiliaires 
disposés  de  manière  à  partager  en  parties  égales  la  différence  de  hauteur  des 
points  i'  et  5'.  Le  plan  passant  par  le  milieu  (l,  V)  de  l'axe  (i.5,  i'.5')  fait 
connaitre  les  sommets(3,  3')  et  (7,  7')  du  second  axe.  Nous  savons  que  la  courbe 
est  une  section  conique;  elle  a  quatre  sommets  :  c'est  donc  une  ellipse.  Nous 
avons  les  deux  axes  i.5  et  3.7  de  la  projection  horizontale,  et  deux  diamètres 
conjugués  i'.5'  et  3'. 7'  de  la  projection  verticale.  La  tangente  (T3,  T'3'),  obte- 
nue directement,  doit  être  parallèle  à  (OR,  OR). 

209.  Pour  représenter  sur  le  plan  vertical  l'hyperboloïde  tronqué,  nous  avons 
déterminé  les  arcs  d'hyperbole  qui  forment  le  contour  apparent  du  corps;  ils  se 
terminent  en  des  points  u'  etv'  de  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  méridien  de 
front.  L'ellipse  d'intersection  passe  par  ces  points,  et  y  est  nécessairement  tan- 
gente, en  projection,  au  contour  apparent. 

Si  l'on  voulait  obtenir  d'une  manière  précise  les  points  //  et  r',  on  opérerait 
comme  nous  l'avons  fait  pour  les  points  i'  et  5',  en  considérant  un  cône  auxiliaire 
engendré  par  la  révolution  de  la  droite  (Oa,  O'a)  autour  de  l'axe.  La  construc- 
tion est  faite  pour  le  point  c  . 

La  génératrice  (ah,  a  L  )  a  été  tracée,  comme  une  ligne  existant  réellement, 
jusqu'au  point  (h,  h')  où  elle  rencontre  le  plan  sécant. 

210.  Discussion  de  /a/orme  de  la  courbe  de  section. 

La  courbe  est  toujours  une  section  conique  (');  il  est  intéressant  de  savoir 


(')  Nous  admellous  les  principales  propriétés  des  surfaces  du  second  degré,  el  du  raomenl  qu'il  est 
prouvé  que  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  tourne  autour  d'un  axe  qu'elle  ne  rencontre  pas  est 
un  hyperboloïde,  nous  en  concluons  que  ses  sections  planes  sont  des  sections  coniques;  mais  il  serait 
très  facile  de  le  prouver. 

Un  point  tel  que  8  est  donné  par  l'intersection  d'une  droite  2.8  avec  un  cercle.  La  dislance  à  laquelle 
la  droite  se  trouve  du  point  0  est  proportionnelle  à  l'abaissement  du  plan  auxiliaire  2'. 8',  au-dessous 
de  0';  le  carré  du  rayon  du  cercle  est  facile  à  trouver  d'après  les  constantes  du  problème,  et  l'abaissement 
du  plan  au-dessous  de  L'  (art.  202).  Ces  indications  suffisent  pour  montrer  comment  on  peut  trouver 
une  relation  entre  les  longueurs  Oeet  e8.  que  l'on  peut  considérer  comme  les  coordonnées  du  points. 
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conimoiit  on  i)iMit  |)ioinptement  reconnaître  son  espèce,  d'après  la  manière  dont 
les  constructions  se  disposent. 

La  droite  af;\  trace  liorizontale  du  itlan  (|ui  passe  par  la  génératrice  donnée  et 
par  le  point  (0,  0')  où  l'axe  perce  le  plan  sécant,  peut  couper  le  cercle  PQR, 
trace  du  cône  auxiliaire,  le  toucher  ou  ne  pas  le  rencontrer  :  de  là  trois  cas  à 
examiner. 

1°  La  droite  ag  coupe  le  cercle  PQR. 

A  chacun  des  points  P  et  Q  d'intersection  correspond  un  sommet  (i,  i)  on 
(5,  5').  La  courhe  a  donc  deux  sommets  sur  l'axe  (OR,  O'R'). 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  sécant  soit  perpendiculaire  au  plan  vertical 
{fig.  ii5),  les  points  i' et  5' seront  les  intersections  du  contour  apparent  avec 
la  trace  verticale  S'  du  plan  sécant,  et  ils  limiteront,  sur  cette  trace,  la  projec- 
tion de  la  courbe.  Quand  ils  se  trouveront  de  côtés  dilTérents  de  l'axe  de  révolu- 
tion, comme  cela  a  lieu  sur  la  trace  S',  l'intersection  se  projettera  sur  le  segment 
r'.y  et  sera  nécessairement  une  ellipse.  S'ils  sont  d'un  même  côté  de  l'axe, 
comme  sur  la  trace  S",  le  segment  i".  5",  étant  en  dehors  du  contour  apparent, 
sera  parasite  (art.  97),  et  ses  prolongements  à  l'infini  formeront  la  projection 
de  la  courbe,  qui  sera  évidemment  une  hyperbole. 

D'après  cela,  pour  connaître  l'espèce  de  la  section,  il  suffit  de  voir  si  les  points 
I  et  5  {Jîg.  1 14)  sont  d'un  même  côté  du  point  0  ou  de  côtés  différents. 

Sur  \Ajig.  ii4.  la  droite  aL  rencontre  les  génératrices  OP  et  OQ  du  cône 
auxiliaire,  l'une  OP  en  un  point  p  placé  du  côté  du  sommet  0  où  est  sa  trace  P, 
l'autre  OQ  en  un  point  cj  situé  sur  son  prolongement  au  delà  de  0.  Il  résulte  de 
là  que  les  points  i  et  j  se  trouvent  de  côtés  différents  du  point  0,  et  que  la  courbe 
est  une  ellipse. 

Si  la  génératrice  «L  est  parallèle  à  l'une  des  lignes  OP  et  OQ,  un  des  deux 
sommets  qui  sont  sur  la  droite  OR  s'éloignera  ii  l'intini,  et  la  courbe  sera  une 
parabole. 

Enfin,  si  la  génératrice  aL  rencontre  les  droites  OP  et  OQ,  toutes  deux  en  deçà 
(lu  point  0,  ou  toutes  deux  au  delà,  les  sommets  i  et  5  se  trouveront  d'un  même 
côté  de  l'axe,  et  la  courbe  sera  une  hyperbole. 

2"  La  droite  ag  touche  le  cercle  PQR. 

Le  plan  qui  contient  la  génératrice  «L,  et  dont  ag  est  la  trace,  touche  le  cône 
auxiliaire,  et  se  trouve,  par  rapport  àThyperboloïde,  dans  une  position  identique 
avec  celle  du  plan  sécant.  Celui-ci  contient  donc  une  génératrice,  et,  comme  la 
section  est  symétrique  par  rapport  à  OR,  on  voit  (|u'une  seconde  droite  apparte- 
nant à  la  surface  s'y  trouve  également  contenue  :  le  plan  est  tangent  à  leur  point 
de  rencontre. 

Dans  l(^  cas  que  nous  examinons,  les  droites  OP  et  OQ  sont  confondues,  et  les 
deux  sommets  sont  réunis  en  un  point  où  se  croisent  les  deux  droites  qui  forment 
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la  section.  Ce  point  disparaitrait  à  l'inlini.  et  les  droites  seraient  parallèles,  si  la 
droite  sur  laquelle  OP  et  OQ  se  réunissent  était  parallide  à  la  ijénératrice  ah. 

3"  La  droite  ag  ne  rencontre  pas^  le  cercle  PQR. 

Dans  ce  cas.  la  droite  OR  est  un  axe  sans  sommets,  un  axe  non  transverse,  et 
par  suite  la  courbe  est  une  hyperbole.  Nous  allons  examiner  ce  cas,  qui  nous 
donnera  une  occasion  d'étudier  directement  la  question  dos  branches  infinies  et 
des  asymptotes. 

On  peut  encore  déterminer  l'espèce  de  la  conique  en  cherchant  à  construire 
ses  asymptotes.  Nous  donnons,  dans  l'exercice  suivant,  un  exemple  de  cette 
manièi'e  d'opérer. 


Il'  ExE-MPLE.  —  Axe  vertical;  section  Itypertjolujuc.  {Planche  XXXI.) 

211.  L'axe  de  la  surface  est  la  verticale  (0,  O'O"};  la  génératrice  considérée 
dans  sa  position  initiale  parallèle  au  plan  vertical  est  {af,  af')\  enfin  les  traces 
du  plan  sécant  sur  le  plan  horizontal  et  sur  le  plan  méridien  de  front  sont  Rx 
et  O'a'. 

Nous  déterminons,  comme  précédemment,  l'axe  (OR,  O'R'j  de  la  courbe,  et 
nous  cherchons  les  points  où  il  coupe  la  surface  (art.  207).  Nous  trouvons  que 
le  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre,  avec  OR  pour  rayon,  trace  du  cône 
auxiliaire,  ne  rencontre  pas  la  droite  a^,  trace  du  plan  qui  passe  par  le  sommet 
du  cône  et  qui  contient  la  génératrice  (a/,  «'/').  Nous  en  concluons  que  l'axe 
(OR,  0'R')est  non  transverse,  et  que  l'intersection  est  une  hyperbole  (art.  210). 

212.  La  considération  du  cône  asymptote  va  nous  conduire  à  la  même  consé- 
quence, et  aura  d'ailleurs  l'avantage  de  nous  faire  trouver  les  asymptotes  de  la 
courbe. 

Pour  que  l'intersection  ait  un  pointa  l'infini,  il  faut  que  le  plan  sécant,  soit 
parallèle  à  l'une  des  positions  de  la  génératrice  (aa,,  a'a\),  et  par  suite  à  une 
génératrice  du  cône  asymptote  (art.  204). 

La  trace  a,mr  d'un  plan  parallèle  au  plan  sécant,  et  passant  par  le  sommet 
(^0, y"')  de  ce  cône,  coupe  sa  trace  a„r/«  en  deux  points  retm;  les  génératrices  Or 
et  Om  sont  donc  parallèles  au  plan  sécant,  et,  par  suite,  l'intersection  a  deux 
points  à  l'infini.  Si  la  droite  a,  mr  avait  été  tangente  à  la  trace  du  cône  asymptote, 
la  courbe  aurait  eu  un  seul  point  à  l'infini;  elle  n'en  aurait  pas  eu  si  la  droite 
n'avait  pas  rencontré  le  cercle. 

Il  est  facile  de  déterminer  la  position  r^s^  prise  par  la  génératrice  a«,,  quand 
elle  est  devenue  parallèle  à  Or.  Le  plan  tangent  à  l'hyperboloide  au  point  de 
cette  droite  situé  à  l'infini  a  pour  trace  la  droite  /-.r.  tangente  en  rl\  la  trace  du 
cône  asymptote  (art.  204,  3°).  L'asymptote  de  l'hyperbole,  étant  dans  ce  plan 
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et  dans  le  plan  sécant,  passe  par  le  point  r,  où  les  traces  se  coupent  :  c'est  la 
droite  (r^s.^,  r'^sD  parallèle  à  (/'i*,,  f\s\). 

On  trouve  de  la  même  manière  une  autre  asymptote  («.,«/.),  fi'.,m'.j  parallèle  à 
la  génératrice  du  cône  projeté  sur  0/n.  (les  deux  asymptotes  se  coupent  en  un 
point  (I,  F)  de  l'axe  (OR,  O'R'). 

On  détermine  la  courbe  par  points,  comme  précédemment;  sa  projection 
horizontale  doit  être  tangente  au  cercle  de  gorge  et  sa  projection  verticale  à 
l'hyperbole  méridienne.  Si  l'on  veut  avoir  l'axe  transverse,  il  faut  faire  passer  un 
plan  horizontal  par  le  centre  (1,  1'). 


CHAPITRE  YJ. 

IM'EKSECTIO.NS  UE  SURFACES  COUKBES. 


C  oiirhcs   ij^diiches. 

215.  Toute  coiirhe  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans  un  même  plan  est 
dite  gauche  ou  à  double  courbure. 

On  considère  des  tangentes  pour  les  courbes  gauches,  comme  pour  celles  qui 
sont  planes  :  la  tangente  d'une  courbe  gauche  en  un  point  est  la  limite  des  posi- 
tions d'une  sécante  qui  passe  par  ce  point,  et  dont  un  second  point  d'intersec- 
tion avec  la  courbe  se  rapproche  indéfiniment  du  premier. 

Nous  avons  démontré  (art.  108)  que  les  courbes  planes  que  l'on  peut  tracer 
sur  une  surface,  par  un  même  point,  ont  leurs  tangentes,  en  ce  point,  dans  un 
plan.  Pour  étendre  la  démonstration  au  cas  des  courbes  gauches,  il  suffit  de 
supposer  que  la  ligne  gauche  A(Jig.  77)  appartienne  à  un  système  de  généra- 
trices tel  que  deux  de  ces  lignes,  dans  des  positions  consécutives,  ne  se  cou- 
pent pas. 

Le  théorème  relatif  à  la  projection  des  tangentes  (art.  110)  peut  cnsuilc  être 
étendu  sans  difficulté  aux  courbes  gauches. 

214.  Considérons  une  droite  TT  tangente  d'une  courbe  gauche  A  en  un  point  M 
(/ig-  1  17  ),  et  faisons  passer  un  plan  Q  par  cette  droite  et  par  un  autre  point  N 
de  la  courbe  :  si  le  point  N  se  meut  de  manière  à  occuper  sur  la  ligne  Adill'érentes 
positions  N',  M,  N", . . . ,  le  plan  Q  tournera  autour  de  la  tangente;  il  sera  oscula- 
teur  {\ii  la  courbe  en  M,  lors(]ue  le  point  de  section  N  s'y  trouvera  réuni  au  point 
de  contact. 
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En  général,  une  courbe  ne  traverse  pas  sa  tangente,  et,  par  suite,  clans  la 
partie  voisine  du  point  de  contact,  elle  est  entièrement  d'un  même  côté  de  tout 
plan  Q  qui  contient  cette  droite.  Le  plan  serait  cependant  traversé  si  le  point  N 
où  il  coupe  la  courbe  était  réuni  au  point  de  tangence  M,  c'est-à-dire  s'il  était 
osculateur. 

Il  peut  arriver  qu'un  plan  osculateur  ne  ti'averse  pas  la  courbe.  Supposons  que 
le  plan  Q,  mené  par  la  tangente  TT'  et  par  un  point  N  de  la  courbe,  la  coupe  en 
un  autre  point  P  {fig.  ii8),  et  que  les  deux  points  de  section  se  réunissent  au 
point  M  pour  une  certaine  position  du  plan  :  toute  la  partie  de  la  courbe  située 
entre  N  et  P  aura  disparu,  et  il  ne  restera  que  les  parties  qui  sont  au  delà  de  ces 
points  d'un  même  côté  du  plan.  Si  le  plan  Q  continuait  à  tourner,  il  n'aurait 
plus  que  le  point  M  de  commun  avec  la  ligne  courbe  AA'.  Le  contact  de  cette 
ligne  avec  son  plan  osculateur  en  M  est  plus  intime  que  dans  le  cas  général  exa- 
miné précédemment,  car  deux  points  de  section  se  sont  réunis  au  point  de  tan- 
gence. 

Cette  circonstance  se  présente  notamment  quand  une  courbe  tracée  sur  un 
cylindre  ou  sur  un  cône  est  tangente  à  une  génératrice  Tï'.  Tous  les  points  tels 
que  N  et  P  se  trouvent  alors  deux  à  deux  sur  des  génératrices. 

215.  Supposons  qu'un  cercle  soit  déterminé  dans  le  plan  Q  par  les  conditions 
de  toucher  la  droite  TT'  au  point  M  et  de  passer  par  le  point  N  {fig-  1 17).  Quand 
le  plan  tourne,  le  cercle  se  modifie  et,  lorsque  le  point  N  est  réuni  au  point  M, 
son  contact  avec  la  courbe  s'est  élevé  d'un  degré;  il  est  alors  osculateur.  Le  plan 
qui  le  contient  est  devenu  osculateur  en  même  temps. 

Le  cercle  que  nous  considérons  sur  le  plan  mobile  Q  est  tangent  en  M  à  la 
projection  de  la  courbe  sur  ce  plan  et  rencontre  la  même  projection  en  N.  On 
voit  d'après  cela  que  le  cercle  osculateur  de  la  courbe  est  également  osculateur 
de  sa  projection  sur  le  plan  osculateur. 

Une  courbe  gauche  a  une  inflexion  ou  un  rebroussenient  en  un  point,  quand 
sa  projection  sur  son  plan  osculateur  en  ce  point  a  elle-même  une  inflexion  ou 
un  rebroussenient. 

215  a.  Quand  une  courbe  gauche  possède  une  inflexion  en  un  point  M,  elle 
est  traversée  par  sa  tangente  en  ce  point;  tout  plan  Q  passant  par  cette  tangente 
la  traverse  également  et  doit  être  considéré  comme  osculateur.  Si  l'on  fait  tourner 
le  plan  Q,  lorsqu'un  point  de  section  N  sera  venu  se  confondre  avec  M,  ce  plan 
laissera  toute  la  courbe  d'un  même  côté,  et  l'ordre  de  son  contact  avec  elle  se 
sera  élevé  d'une  unité. 

216.  Si  la  directrice  d'un  cône  est  une  courbe  gauche,  et  quen  un  point  M  de 
cette  ligne  la  génératrice  G  lui  soit  tangente  {fig.  1 19),  le  plan  osculateur  de  la 
courbe  en  ce  point  sera  tangent  au  cône. 

Pour  prouver  ce  théorème,  considérons  le  plan  qui  passe  par  G  et  par  une 
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autre  génératrice  G',  et  supposons  qu'on  le  fasse  tourner  autour  de  G,  de  manière 
que  G'  se  rapproche  de  cette  droite;  le  point  N  s'avancera  vers  M,  et  le  plan 
deviendra  au  même  moment  osculateur  à  la  courbe  et  tangent  au  cône. 

La  même  propriété  existe  évidemment  pour  le  cylindre. 

217.  Supposons  maintenant  que  l'on  rapporte  une  courbe  gauche  à  deux 
plans  coordonnés,  dont  un,  le  plan  horizontal,  lui  soit  osculateur  en  un  point  31 
(^fig.  120),  et  considérons  deux  points  A  etB  situés  sur  la  courbe  près  de  M  et  de 
côtés  différents  :  ces  points  sont  l'un  au-dessus  et  l'autre  au-dessous  du  plan 
horizontal  (art.  214);  leurs  projections  verticales  A'  et  B'  sont  l'une  à  gauche  et 
l'autre  à  droite  de  la  verticale  du  point  M';  enfin  la  projection  A'jM'B'  doit  être 
tangente  à  la  ligne  de  terre  XY  qui  est  la  projection  de  la  tangente  TM.  Ces 
diverses  conditions  exigent  que  la  ligne  A'M'B'  ait  une  inflexion  en  31'. 

Sur  un  plan  vertical  perpendiculaire  à  la  tangente  TM,  les  projections  A"  et  B' 
sont  d'un  même  côté  de  la  verticale  du  point  M".  Les  autres  circonstances  étant 
d'ailleurs  les  mêmes  que  précédemment,  la  courbe  A"M"B"  a  nécessairement  un 
rebroussement  de  première  espèce  dont  la  tangente  estX,  Y,. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  ligne  de  terre  n'étant  plus  la  projection  de  la  tan- 
gente ÏM",  il  peut  être  utile  de  démontrer  directement  qu'elle  est  tangente  à  la 
courbe  M" A".  Pour  cela,  nous  remarquerons  qu'un  plan  passant  par  la  tangente 
MM"  et  par  le  point  (A,  A")  coupe  le  plan  X,  Y,  suivant  la  droite  M"A",  et  que,  si 
ce  plan  tourne  de  manière  que  le  point  A  arrive  en  M,  la  droite  M" A"  viendra  se 
confondre  avec  la  ligne  de  terre  X,  Y,. 

En  résumé,  laprojection  d'une  courbe  gauche  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'un 
de  ses  plans  osculaleurs  présente  une  inflexion  au  point  correspondant .  Si  le  plan 
devient  perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  courbe,  l'inflexion  se  change  en  un 
rebroussement  de  première  espèce.  La  tangente  à  l'inflexion  ou  au  rebroussement  est 
la  trace  du  plan  osculateur  sur  le  plan  de  projection. 

Le  cylindre  qui  projette  la  courbe  sur  le  plan  X,  Y,  a  un  rebroussemenl  le  long 
de  la  tangente  ÏMM";  par  conséquent,  lorsque  la  directrice  d'un  cylindre  (ou  d'un 
cône)  est  tangente  à  l'une  des  génératrices,  la  surface  présente  un  rebroussement  le 
long  de  cette  droite. 

217  a.  La  courbe  gauche  AMB  (flg.  120)  et  sa  projection  A"M  "B"  se  corres- 
pondent point  à  point.  La  projetante  qui  aboutit  au  point  31",  étant  tangente  à  la 
courbe  gauche,  doit  être  considérée  comme  passant  par  deux  points  de  cette 
ligne,  et  par  suite  on  doit  regarder  le  point  de  rebroussement  M"  comme  un  point 
double  de  la  courbe  A"B". 

21s.  Quand  on  projette  une  courbe  gauche  sur  un  plan  perpendiculaire  à  une 
droite  (jui  la  rencontre  en  deux  points,  on  obtient  une  ligne  ayant  un  point 
double,  telle  que  celle  qui  est  représentée  sur  hflg.  69.  Si  l'on  suppose  que  la 
sécante  se  meuve;  de  manière  que  la  corde  interceptée  par  la  courbe  soit  de  plus 
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en  plus  petite,  la  feuille  formée  par  la  projection  sur  un  plan  perpendiculaire 
sera  de  plus  en  plus  resserrée,  et  enfin,  quand  la  sécante  sera  devenue  tangente, 
la  feuille  se  trouvera  réduite  à  un  point,  et  la  projection  aura  un  rebroussement. 
comme  nous  l'avons  reconnu  par  d'autres  considérations. 

11  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que,  quand  un  cône  a  un  rebroussement  le  long- 
d'une  génératrice,  une  courbe  tracée  sur  la  surface  ne  peut  traverser  cette  droite, 
sans  avoir  de  rebroussement,  qu'en  lui  étant  tangente. 

219.  Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  à  l'article  217  sont  soumis  à  cer- 
taines restrictions  :  si  la  courbe  gauche  n'était  pas  traversée  par  son  plan  oscu- 
lateur  au  point  considéré  M  {fig.  121),  la  projection  A'B'  serait  entièrement  d'un 
même  côté  de  la  tangente  XY,  et  le  rebroussement  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  la  tangente  TM"  serait  de  seconde  espèce. 

Nous  avons  vu  (art.  214-)  qu'une  courbe  était  d'un  même  côté  de  son  plan 
osculateur  quand,  par  suite  de  sa  forme  particulière,  deux  points  de  rencontre  N 
et  P  {fig.  118)  se  réunissaient  au  point  de  contact  M,  de  sorte  qu'elle  avait  en 
commun  avec  le  plan  quatre  points  réunis  en  un  seul.  Dans  ce  cas,  la  projec- 
tion A'B'  {fig-  121)  sur  un  plan  perpendiculaire  au  plan  osculateur  doit  avoir  sur 
la  tangente  XY  quatre  points  réunis  en  un  seul  M'  :  le  contact  est  donc  plus 
intime  d'un  degré  (jue  dans  le  cas  d'une  inflexion,  et  le  rayon  de  courbure  est 
également  infini,  c'est-à-dire  qu'un  cercle  tangent  àXYen  M' nepourrait,  quelque 
grand  que  fût  son  rayon,  se  trouver  entre  la  courbe  A'B'  et  la  tangente,  sur  une 
petite  longueur  voisine  du  point  M'. 

220.  Les  deux  bras  M" A"  et  M"B"  {fig-  121)  du  rebroussement  de  seconde 
espèce  se  superposent  quelquefois;  alors  la  projection  s'arrête  brusquement 
en  M",  mais  une  partie  parasite  la  continue  si  la  courbe  est  géométrique. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  cherche  l'intersection  du  cylindre  vertical 
dont  la  trace  horizontale  est  B  {fig-  122),  avec  le  cylindre  dont  la  trace  est  A  sur 
le  plan  vertical,  et  qui  est  perpendiculaire  à  ce  plan.  On  trouve  une  courbe  fermée 
qui  se  projette  sur  les  arcs  nmn^  et  jn'n  m\.  Sur  ces  arcs  un  point  tel  que  eest  la 
projection  de  deux  points  de  la  courbe,  et  chacune  des  extrémités  ri,  n,,  m'  et  in\ 
correspond  à  un  seul  point  où  la  tangente  de  l'intersection  est  perpendiculaire 
au  plan  de  projection.  On  voit  que  des  parties  parasites  nin,,  m'jin\  prolongent 
géométriquement  les  arcs  utiles. 

221.  Si  l'on  projette  une  courbe  ayant  une  branche  infinie  sur  un  plan  P 
perpendiculaire  à  son  asymptote  MM,  {fig-  laB),  la  trace  m  de  cette  droite  sera 
la  projection  du  point  de  la  courbe  situé  à  l'infini. 

Considérons  un  plan  Q  passant  par  l'asymptote,  et  faisons-le  tourner  autour 
de  cette  droite;  lorsque  le  point  N  où  il  coupe  la  courbe  aura  disparu  à  l'infini, 
le  plan  sera  osculateur  à  l'infini,  et  sa  trace  TT'  sera  tangente  à  la  projection  AB 
de  la  courbe. 
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Si  le  plan  Q  continue  à  tourner,  le  point  de  section  N  reparaîtra  sur  l'autre 
bras  de  la  courbe  en  revenant  de  l'infini;  on  voit  que  la  projection  AB  ne  pré- 
sente pas  de  rebroussement.  Pour  qu'il  y  en  eut  un,  il  fluulrait  que  les  deux  bras 
fussent  d'un  même  côté  de  l'asymptote,  c'est-à-dire  qu'il  y  eût  inflexion  à  l'infini 
(art.  185).  Alors,  si  les  deux  parties  qui  forment  le  rebroussement  se  superpo- 
saient, le  pied  de  l'asymptote  serait  un  point  d'arrêt  de  l'arc  utile  de  la  projection, 
et  une  partie  parasite  la  prolongerait. 

222.  La  projection  d'une  asymptote,  lorsqu'elle  n'est  pas  réduite  à  un  point, 
est  asvinptote  de  la  projection  de  la  courbe. 

Si  la  projection  d'une  courbe  a  une  asymptote  rectiligne,  le  cylindre  projetant 
aura  un  plan  asymptote,  mais  l'asymptote  de  la  courbe  peut  être  tout  entière  à 
l'infini  dans  ce  plan;  il  peut  arriver  aussi  que  la  branche  infinie  de  la  projection 
soit  parasite  à  partir  d'un  certain  point.  On  voit  qu'une  courbe  sans  asymptote, 
et  même  une  courbe  fermée,  peut  avoir  pour  projection  sur  un  plan  une  courbe 
avec  asymptote. 

Les  notions  que  nous  venons  de  donner  sur  la  projection  des  courbes  gauches 
sont  très  importantes.  Si  on  ne  les  possède  pas  bien,  on  sera  souvent  embarrassé, 
dans  le  tracé  des  épures,  pour  se  rendre  compte  des  formes  des  courbes  projetées. 

Intersections   de  cônes  et  de   cylindres. 

225.  Poui' construire  l'intersection  de  deux  cônes,  d'un  cône  et  d'un  cylindre. 
ou  de  deux  cylindres,  on  emploie  une  série  de  plans  auxiliaires  disposés  de 
manière  à  couper  les  surfaces  suivant  des  génératrices.  Ces  droites  donnent  par 
leurs  rencontres  des  points  de  la  courbe  de  section.  Nous  examinerons  successi- 
vement dilTérents  cas,  de  manière  à  donner  la  solution  de  toutes  les  difficultés. 


I"  Exemple.  —  J ntci-scciioa  d'un  cylindre  et  d'un  cône.  —  l'c'nétration.  —  Courbex  jernices. 
'  {Planche  XXXIII.) 

224'.  Un  cône  a  son  sommet  au  point  (S,  S')  {Jig.  124);  sa  base  bpqc...  est 
sur  le  plan  horizontal  de  projection;  on  doit  faire  dans  ce  corps  un  trou  qui  per- 
mette d'y  passer  le  cylindre  dont  la  trace  horizontale  est  m,nm...  et  dont  la 
direction  est  indiquée  par  la  droite  (w,!},,  ///, B, ).  On  demande  de  tracer  les 
projections  des  arêtes  formées  par  l'intersection  des  deux  surfiices. 

221  a.  LA/ig.  b,  PL  LUI,  est  une  perspective  représentant  un  cylindre  et 
un  cône  ayant  leurs  bases  dans  le  plan  horizontal  P,  et  les  constructions  pour 
déterminer  la  courbe  d'intersection  et  ses  tangentes.  Nous  conseillons  au  lecteur 
de  suivre  les  constructions  sur  cette  perspective  en  même  temps  que  sur  l'épure. 


CHAPITRE  VI.  -  I.^TERSECTIO^S  DE  SURFACES  COURBES.  loq 

Là  fi  g.  cl.  Pi.  LIV,  montre  comment  on  doit  disposer  les  constructions  lorsque 
la  trace  du  cône  est  donnée  dans  le  plan  vertical  et  celle  du  cylindre  dans  le  plan 
horizontal. 

224  b.  Par  le  sommet  (S,  S')  du  cône  nous  faisons  passer  une  droite 
(SK,  S'K')  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  et  nous  déterminons  sa  trace 
horizontale  K.  Toute  droite  passant  par  ce  point,  telle  que  Ko,  peut  être  consi- 
dérée comme  la  trace  d'un  plan  qui  contient  la  droite  (SK,  S'K'),  et  qui,  par 
conséquent,  est  parallèle  au  cylindre  et  passe  par  le  sommet  du  cône,  l.es  géné- 
ratrices des  deux  surftices  qui  ont  leur  trace  en  m,  m,  et  en  6,0  sont  dans  ce  plan, 
et,  par  suite,  se  rencontrent.  On  obtient  ainsi  quatre  points  (B,  B'),  (C,  C), 
(B,,B;)et(C,,C;). 

223.  Si  l'on  veut  avoir  les  points  situés  sur  une  génératrice  déterminée,  il 
faut  opérer  sur  la  trace  du  plan  auxiliaire  qui  la  contient.  Ainsi,  en  joignant  le 
point  K  au  point  /,  on  détermine  sur  la  trace  du  cylindre  les  points  «' et  r,  qui 
font  connaître  les  points  L  et  L,  où  la  génératrice  S/ rencontre  la  courbe.  Cette 
ligne  est  une  des  deux  droites  qui  forment  le  contour  apparent  du  cône,  et  par 
suite  elle  touche  l'intersection  en  L  et  en  L,  sur  la  projection  horizontale. 

226.  La  tangente  en  un  point  quelconque  (B,  B')  est  l'intersection  des  plans 
tangents  aux  deux  surfaces  le  long  des  génératrices  qui  s'y  croisent;  elle  passe 
donc  par  le  point  E,  où  leurs  traces  mE  et  hE  se  coupent  :  ses  projections  sont 
ainsi  EB  et  E'B'. 

On  ne  peut  pas  opérer  de  la  même  manière  pour  la  tangente  au  point  (C,  C), 
parce  que  les  droites  mE  et  cG,  traces  des  plans  tangents,  ne  se  rencontrent  pas 
dans  le  cadre  de  l'épure;  alors  nous  coupons  ces  deux  plans  par  un  troisième 
contenant  la  droite  (SK,  S  K')  :  sa  trace  est  une  droite  KFG  passant  par  le  point  K, 
et  d'ailleurs  quelconque;  ses  intersections  avec  les  plans  tangents  sont  la  droite 
(FI,  ET)  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  et  la  droite  (GS,  G'S')  passant 
par  le  sommet  du  cône.  Leur  point  de  rencontre  (I,  I')  appartient  à  la  tangente 
en  (C,  C). 

Si  cela  avait  été  plus  commode  pour  les  tracés,  on  eût  pu  couper  les  plans  tan- 
gents par  un  plan  horizontal  ou  par  un  plan  parallèle  au  plan  auxiliaire  dont  la 
trace  est  Kc.  Nous  donnerons  (art.  253  et  250)  des  exemples  de  ces  construc- 
tions. 

227.  La  droite  K«,  tangente  à  la  trace  du  cylindre,  rencontre  la  trace  du  cône 
en  deux  points /jet  q.  Les  génératrices  qui  percent  le  plan  horizontal  sur  Vavcpq 
ne  sont  pas  coupées  par  le  cylindre;  la  courbe  ne  s'étend  donc  de  chaque  côté 
que  jusqu'aux  droites  (Sjo,  S'yo'),  (S^,  S'y'),  qui  lui  sont  par  conséquent  tan- 
gentes. 11  est  facile  de  voir  que  les  génératrices  qui  sont  au  delà  rencontrent 
deux  génératrices  du  cylindre,  tandis  que  celles-ci  coupent  seulement  celle  qui 
est  projetée  sur  nPQetn  P'Q'.  Ces  deux  génératrices  sont  à\\.GS>  génératrices-limites. 
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La  tangente  K/^,  fait  trouver  sur  le  cône  deux  autres  génératrices  limites 
(S/>,,  S'/^i).  (Sy,,  Sy',).  Les  traces  des  plans  auxiliaires  qui  rencontrent  les  deux 
surfaces  sont  comprises  dans  l'angle  nYin^.  La  trace  du  cylindre  est  tout  entière 
dans  cet  angle,  et  par  suite  toutes  les  génératrices  du  cylindre  rencontrent  le 
cône  en  deux  points.  L'intersection  se  compose  ainsi  de  deux  parties  distinctes 
qui  sont  situées  sur  les  secteurs  coniques/;,  S/j  et  (7,8(7;  quand  cette  disposition 
se  présente,  on  dit  qu'il  y  ^pénétration . 

Quelquefois  le  deuxième /?/««  limite  n'est  pas  langent  à  la  même  surface  que  le 
premier.  Nous  examinerons  bientôt  ce  cas. 

227  a.  On  se  propose  quelquefois  de  déterminer  le  point  le  plus  bas  et  le  point 
le  plus  liant  de  l'intersection,  c'est-à-dire  ceux  auxquels  la  tangente  est  hori- 
zontale. Il  faut  pour  cela  chercher  un  plan  sécant  auxiliaire  qui  coupe  les  traces 
horizontales  des'surfaces  en  deux  points  où  les  tangentes  soient  parallèles.  On  y 
parvient  après  un  court  tâtonnement,  que  l'on  peut  régulariser  par  une  courbe 
d'erreur,  dans  le  genre  de  celle  que  nous  avons  construite  pour  trouver,  sur  la 
section  plane  d'une  surface  de  révolution,  les  points  où  la  tangente  est  perpen- 
diculaire à  la  ligne  de  terre  (art.  196). 

En  général,  on  emploie  une  courbe  d'erreur  pour  les  problèmes  que  l'on  ne 
sait  pas  résoudre  directement,  mais  dont  on  pourrait  vérifier  la  solution  si  elle 
était  connue. 

228.  Nous  avons  représenté  sur  \'Ajig.  12  >  la  partie  du  cône  qui  est  enlevée 
par  le  cylindre,  ou,  si  l'on  veut,  le  volume  qui  serait  commun  aux  deux  corps 
s'ils  étaient  l'un  et  l'autre  en  relief.  Sur  chaque  projection,  le  périmètre  se  com- 
pose de  quatre  droites  appartenant  aux  génératrices  qui  forment  le  contour 
apparent  des  surfaces,  et  de  quatre  arcs  de  la  courbe  d'intersection. 

Quelques  sections  de  la  surface  par  des  plans  auxiliaires  ont  été  tracées  en 
Irait  plein. 

11°  E-\EMi'Li;.  —  liilcr.sectLoii  de  deii.v  cùntw.  —  .Irraclieinciit.  —   Courue  jcrmec. 
(Planche  XXXII.) 

229.  hiijig.  12G  représente  un  cùne  en  relief,  dans  lequel  une  entaille  est 
faite  par  un  autre  cône. 

229  a.  La  /ig.  h,  PL  LV,  est  une  perspective  cavalière  représentant  deux 
cônes  dont  les  bases  sont  dans  le  plan  horizontal  P,  et  les  constructions  pour 
obtenir  leur  intersection.  Le  cône  T  pénètre  dans  le  cône  S. 

Liijig.  g.  Pi.  LV,  est  une  perspective  cavalière  représentant  deux  cônes  dont 
les  bases  sont  l'une  dans  le  plan  horizontal  et  l'autre  dans  le  plan  vertical,  et  les 
constructions  pour  obtenir  leur  intersection. 

229  b.  Les  sommets  et  les  traces  horizontales  des  cônes  étant  donnés,  on 
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détermine  le  point  K,  où  la  droite  qui  passe  par  les  sommets  (S,  S')  et  (T,  T) 
perce  le  plan  horizontal,  et  de  ce  point  on  mène  diverses  droites,  traces  de  plans 
auxiliaires  qui  coupent  les  surfaces  suivant  des  génératrices.  On  obtient  ainsi 
autant  de  points  qu'il  est  nécessaire  pour  tracer  les  projections  de  la  courbe. 
Nous  avons  indiqué  la  construction  pour  le  plan  auxiliaire  déterminé  par  la 
droite  Kr. 

250.  La  tangente  au  point  (C,,  C,)  passe  par  l'interseclion  des  droites  cG  et 
m,  F,  tangentes  aux  traces  des  cônes  (art.  226).  (lomme  ce  point  de  rencontre 
est  éloigné,  nous  coupons  les  plans  tangents  aux  surfaces  le  long  des  généra- 
trices qui  se  croisent  au  point  (C,,  C, ),  par  un  plan  parallèle  à  celui  qui  les 
contient.  Sa  trace  est  une  droite  FG  parallèle  à  Kc;  ses  intersections  avec  les 
plans  tangents  sont  des  droites  (FI,  FT)  et  (GI,  G  T)  respectivement  parallèles 
à  {m, S,  m\S')  et  à  (cT,  c'T).  Leur  point  de  rencontre  (1,  F)  appartient  à  la 
tangente  (  '  ). 

251.  Du  point  K  nous  traçons  les  droites  Kd  et  Kn  qui  touchent  une  des 
bases  et  coupent  l'autre  :  ce  sont  les  traces  des  plans  auxiliaires  limites 
(art.  227);  elles  déterminent  sur  le  cône  plein  deux  génératrices  limites 
(Se,  S>'),  (Se,,  S'e\),  et  deux  autres  {Tp,  Tp),  Çïq,  T'y')  sur  le  cône  creux. 
Ces  quatre  droites  sont  tangentes  à  la  courbe,  dans  l'espace,  et  par  suite  en 
projection. 

Dans  le  cas  que  nous  avons  examiné  précédemment  (art.  227),  les  généra- 
trices du  cône  qui  rencontraient  le  cylindre  étaient  réunies  sur  deux  secteurs 
séparés.  Ici  cela  n'a  pas  lieu  :  chaque  surface  est  divisée  par  un  plan  limite  en 
deux  parties,  dont  l'une  contient  toutes  les  génératrices  qui  rencontrent  l'autre 
surface.  La  courbe  se  compose  d'une  seule  branche  :  on  dit  qu'il  y  a  arra- 
chement. 

252.  La  projection  verticale  de  la  courbe  présente  à  sa  partie  inférieure  une 
forme  presque  anguleuse  :  il  y  aurait  rebroussement  si  les  génératrices  S  m' 
et  T'r',  qui  forment  contour  apparent  sur  les  deux  surfaces,  étaient  dans  un 
même  plan  auxiliaire,  c'est-à-dire  si  la  droite  déterminée  par  leurs  traces  hori- 
zontales u  eiv  passait  par  le  point  K;  car,  les  plans  tangents  suivant  ces  géné- 
ratrices étant  perpendiculaires  au  plan  vertical,  la  tangente  de  l'intersection  au 
point  de  l'espace  où  elles  se  rencontreraient  serait  également  perpendiculaire 


C)  Il  est  évident  que  les  triangles  FIG,  raiCic  sont  homolhétiques:  la  droite  C,I  passe  donc  par  le 
point  de  concours  des  droites  wiF,  cG,  centre  de  similitude. 

On  pourrait  également  établir  la  construction  exposée  à  l'article  226  par  des  considérations  de  Géo- 
métrie plane,  mais  il  faudrait  s'appuyer  sur  un  principe  plus  général  que  celui  des  Bgures  semblables. 
Nous  n'insistons  pas  sur  ces  considérations,  parce  qu'elles  sont  peu  dans  l'esprit  de  la  Géométrie  des- 
criptive. 11  est  d'ailleurs  facile  de  voir  qu'elles  ne  s'appliquent  d'une  manière  directe  qu'à  la  projection 
liorizontale. 
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à  ce  plan  (art.  217).  On  voit  d'ailleurs  que  la  projection  verticale  de  la  couiix- 
devrait,  sans  traverser  les  droites  TV  et  S'a',  atteindre  le  point  oii  elles  se 
coupent  :  condition  qui  exige  un  rebroussenient.  Les  constructions  que  nous 
avons  données  pour  les  tangentes  des  projections  de  la  courbe  ne  peuvent  pas 
être  employées  pour  ce  cas  particulier. 

253.  Nous  avons  représenté  sur  la//i^.  127  le  volume  retiré  du  cùne  en  relief. 
Sur  chaque  projection,  le  périmètre  se  compose  de  trois  droites  et  de  trois  arcs 
de  la  courbe  d'intersection. 

Ht'  Exemple.  —  Inlerxcction  de  deux  cylindres  arniil  un  plan  lan^enl  commun. 
{Planche  XXXT\) 

254.  Notre  troisième  exemple  présente  un  cas  intermédiaire  entre  l'arrache- 
ment et  la  pénétration,  celui  où  les  deux  surfaces  ont  un  plan  tangent  commun. 

On  propose  de  représenter  un  cylindre  en  relief  ayant  un  trou  de  forme 
cylindrique.  On  donne  les  traces  horizontales  des  surfaces  et  la  direction  des 
génératrices. 

254  a.  Ln//g.  e.  Pi.  LIV,  est  une  perspective  cavalièie  représentant  deux 
cylindres  avant  un  plan  tangent.commun,  et  les  constructions  exposées  dans  les 
articles  qui  suivent. 

La //§■.  _/  Pi.  LIV,  est  une  perspective  cavalière  relative  au  cas  où  les  traces 
des  deux  cylindres  sont  données  l'une  sur  le  plan  horizontal,  l'autre  sur  le  plan 
vertical. 

254  b.  Par  un  pointquelconque  (g-,  g  ),  nous  menons  deux  droites  (^/.o-'/'), 
{gh,  g' h')  respectivement  parallèles  aux  génératrices  des  deux  cylindres,  et  nous 
déterminons  leurs  traces  horizontales/ et  h.  Toute  droite  parallèle  à///,  telle 
que  nnbc,  peut  être  considérée  comme  la  trace  d'un  plan  parallèle  aux  deux 
cylindres  :  les  génératrices  du  premier,  qui  ont  leur  trace  en  /•  et  en  m,  rencon- 
trent donc  celles  du  second,  qui  percent  le  plan  horizontal  en  h  et  en  c  :  on 
obtient  ainsi  quatre  points  (B,  B),  (B,,  B,  ),  (C,  C),  (C,,  C,  ). 

25o.  La  tangente  au  point  (B,,  B',)  est  déterminée  par  la  rencontre  des  tan- 
gentes des  bases  aux  points  r  et  b.  (]e  point  de  concours  étant  éloigné,  nous 
prenons  un  plan  horizontal  élevé,  celui  dont  la  trace  verticale  est  xy.  Les  géné- 
ratrices qui  se  rencontrent  en  (B,,  B,)  percent  ce  plan  aux  points  (r, ,  /•, ) 
et  (/>,,  b\)\  les  traces  des  plans  tangents  sur  le  nouveau  plan  horizontal  sont  les 
droites  (r,/,  ocy),  {b,t,  xy),  respectivement  parallèles  aux  tangentes  en  r  el 
en  b.  Leur  point  de  rencontre  (l,  /')  appartient  à  la  tangente. 

250.  Les  traces  des  plans  limites  sont  les  droites  rn/p  et  (/c;  le  premier  de 
ces  plans  touche  le  cylindi'e  creux,  et  coupe  celui  (|ui  est  |)lein  suivant  deux 
généialrices  resuectivemenl  tangentes  ii  la  courbe  en  (  1\  V)  cl  en  (  Q,  O  ).  La 
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droite  de  est  tangente  aux  deux  bases,  et  par  suite  le  second  plan  limite  toutlie 
les  deux  cylindres.  Au  lieu  de  contenir,  comme  l'autre,  deux  points  d'intersec- 
tion, il  n'en  a  qu'un  seul  (D,  D')  qui  est  un  point  double.  Les  cvlindres  sont 
tangents  l'un  à  l'autre  au  point  (D,  D')  :  c'est  la  seconde  fois  que  nous  voyons 
l'intersection  de  deux  surfaces  tangentes  présenter  un  nœud  au  point  de  contact 
(art.  200). 

On  ne  peut  pas  déterminer  par  la  méthode  ordinaire  les  deux  tangentes  de  la 
courbe  au  point  (D,  D  \  mais  on  les  obtient  d'une  manière  suflisamment 
exacte,  en  construisant  par  points,  sur  de  petites  longueurs,  deux  arcs  de  la 
ligne  qui  est  le  lieu  des  traces  horizontales,  des  tangentes  de  l'intersection. 

Il  est  facile  de  déterminer  les  traces  a-  et  7  des  droites  qui  touchent  la  courbe 
d'intersection  aux  points  situés  dans  un  plan  auxiliaire  dont  la  trace  est  une 
droite  pf^^y  parallèle  à  ed  et  voisine  de  cette  droite.  Quelques  autres  points 
déterminés  comme  ceux-ci  permettent  de  tracer  l'arc  a-,  sur  lequel  les  tangentes 
de  l'arc  (BC,,  B'C,  )  ont  leurs  traces.  Celle  de  la  tangente  cherchée  se  trouve 
aussi  sur  ed;  elle  est  donc  au  point  0. 

On  obtiendrait  la  tangente  à  l'autre  branche  du  point  double  en  déterminant 
la  courbe  lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  yo-  et  ult  d'une  part,  ^t  et  p^ 
de  l'autre;  mais,  comme  les  points  seraient  éloignés,  il  faudrait  élever  le  plan 
horizontal  comme  nous  l'avons  fait  à  l'article  25o  ('). 

Nous  avons  représenté  sur  une  figure  séparée  {fis;-  129)  le  volume  retiré  du 
cvlindre  en  relief. 


IV'  Exemple.  —  Intersection  de  deu-t  cônes.  —  Arrachement .  —  Deux  branches  infinies. 
{Planche  XXXFI.) 

257.  La  courbe  d'intersection  a  quelquefois  des  branches  infinies.  Nous 
allons  étudier  cette  question  dans  le  cas  de  deux  cônes;  nous  avons  ponctué 
l'épure  en  supposant  qu'ils  forment  un  seul  corps. 

La  droite  qui  passe  par  les  sommets  (^S,  S')  et  (T,  T)  des  cônes  perce  le  plan 
horizontal  en  un  point  K,  d'où  divergent  les  traces  des  plans  auxiliaires. 

Les  points  de  la  courbe  étant  donnés  par  les  rencontres  des  génératrices  des 
deux  surfaces,  pour  que  l'un  d'eux  se  trouve  à  l'infini,  il  faut  que  deux  généra- 
trices soient  parallèles.  Afin  de  reconnaitre  si  cette  circonstance  se  présente, 
nous  transportons  l'un  des  cônes,  celui  de  droite,  parallèlement  à  lui-même,  en 
faisant  glisser  son  sommet  (S,  S')  sur  la  droite  (ST,  SI),  jusqu'à  ce  qu'il  se 

(')  Nous  verrons  dans  la  troisième  Partie  (art.  865-869)  une  méthode  directe  pour  construire  les 
langeâtes  au  point  double  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  qui  ont  un  plan  tangent 
commun. 

1.  --  Df,  l\  CniBNKRiF.    —  Descriptive.  l5 
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confonde  avec  le  sommet  (T,  J  )  de  l'antre  cône.  Les  génératrices  parallèles  des 
deux  surfaces  se  superposent,  de  sorte  que  chaque  point  de  rencontre  des  traces, 
après  la  translation,  indique  une  couple  de  génératrices  parallèles  dans  les 
cônes  considérés. 

Une  génératrice  (|iielconque  (Sr/i,,  ^  m\  )  du  cône  (S,  S')  est  transportée 
parallèlement  à  elle-iuénie  dans  le  [)lan  auxiliaire  qui  la  contenait;  elle  perce 
successivement  le  plan  horizontal  en  différents  points  de  la  droite  Kw,IM,,  et 
elle  s'arrête  à  la  position  (TM,,  T  M, ).  Les  rayons  vecteurs  KM,  etKm,  de  deux 
points  homologues  des  traces  du  cône,  avant  et  après  sa  translation,  sont  dans 
le  rapport  constant  de  KT  à  KS.  Ces  courbes  sont  donc  homothétiqiies,  ce  que 
nous  pouvions  prévoir  (art.  179);  le  point  K  est  le  centre  de  similitude;  les 
points  S  et  T  sont  homologues.  On  voit,  d'après  cela,  que  la  nouvelle 
courbe  M,J,  est  facile  à  construire. 

La  trace  du  cône  transporté  rencontre  en  deux  points  1,  et  J,  la  trace  du  cône 
fixe.  Nous  menons  les  lignes  I.K  et  J,K,  et  nous  déterminons  deux  couples  de 
génératrices  parallèles  (fl,,  T'I',),  (SI,  ST)  et  (TJ,,  Ti\),  (SJ,  S'J'). 

Si  l'on  fait  passer  un  plan  par  la  droite  des  sommets,  et  qu'on  le  fasse  tourner 
autour  de  cette  ligne,  de  manière  que  sa  trace  approche  de  la  position  Kl,  l'oc- 
cupe et  la  dépasse,  deux  des  génératrices  qu'il  contient  tendront  au  parallé- 
lisme, l'atteindront  et  prendront  ensuite  une  convergence  en  sens  contraire  de 
la  première.  Le  point  mobile,  par  lequel  on  peut  concevoir  que  la  courbe  est 
décrite,  s'éloigne  donc,  passe  à  l'infini  et  réparait  sur  les  nappes  opposées  des 
cônes. 

La  même  circonstance  se  présente  quand  la  trace  du  plan  mobile  arrive  à  la 
position  KJ.  Nous  voyons  ainsi  que  la  courbe  a  deux  branches  infinies,  autant 
qu'il  y  a  de  couples  de  génératrices  parallèles. 

258.  Les  asymptotes  de  la  courbe  sont  déterminées,  comme  ses  autres  tan- 
gentes, par  l'intersection  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces  le  long  des  géné- 
ratrices parallèles.  La  trace  horizontale  de  l'une  des  asymptotes  est  au  point  /, 
où  se  rencontrent  les  tangentes  li  et  I,i,  traces  des  plans  tangents  le  long  des 
génératrices  parallèles  (SI,  SI)  et  (TI,,  T'I',);  l'asymptote  est  d'ailleurs  paral- 
lèle à  ces  génératrices,  parce  qu'elle  les  rejoint  à  l'infini.  Ou  peut  donc  tracer  ses 
projections  «,  et  i'i".  L'autre  asymptote  (JJ,  ,j'j")  est  obtenue  de  la  même  manière. 

Les  cônes  étant  limités  aux  plans  horizontaux  i"j"  eta^'K',  la  courbe  s'arrête 
aux  points  (X,  A'),  (  a,  u.'  ),  (r,,  •/]')  et  (s,  t').  Nous  l'avons  tracée  sur  la  projec- 
lion  liorizon(al(!  un  peu  iMi  delà  de  ces  jjoints,  mais  avec  une  ponctuation  diffé- 
rente. 

259.  Les  traces  des  plans  liiiiiles  soiU  K/;/m'(  Kr//;  la  hase  de  clia(|ue  cône  est 
touchée  par  une  de  ces  droites  et  coupée  par  l'aiilre.  Il  y  a  donc  arrachement,  et 
l'intersection  se  compose,  non  pas  de  deux  coiirhcs  rompagnes,  mais  d'une  seule 
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courl)e  ayant  deux  points  à  l'iiitini,  ce  qui  ne  détruit  pas  la  contiiuiité.  La  pro- 
jection horizontale  de  l'intersection  est  wYiEcorXEBPaB,  h^oom.  Si  l'on  rapporte 
cette  courbe  à  une  origine  fixe  R  et  à  un  axe  tixe  SK,  on  pourra  passer  d'un  point 
quelconque  à  un  autre,  en  taisant  varier  le  rayon  vecteur  et  l'azimut  d'une  ma- 
nière continue. 

S'il  y  avait  pénétration,  l'intersection  se  composerait  de  deux  courbes  formant 
un  groupe  géométrique,  mais  distinctes.  Il  pourrait  y  avoir  des  branches  infinies 
sur  l'une  de  ces  lignes  seulement  ou  sur  les  deux. 

240.  La  trace  «d'une  asymptote,  étant  le  point  de  rencontre  de  deux  tangentes 
aux  bases,  se  trouve  nécessairement  en  dehors  de  ces  courbes  lorsqu'elles  sont 
des  cercles,  des  ellipses  ou  d'autres  lignes  sans  inflexion.  Une  asymptote  est 
ainsi  extérieure  aux  cônes;  cependant  elle  peut  se  trouver  sur  l'un  d'eux  :  cela 
arrive  quand  les  génératrices  parallèles  sont  dans  un  plan  limite.  Si,  par  exemple, 
les  génératrices  Sn  et  Tp  étaient  parallèles,  le  point  P  irait  à  l'infini,  et  la  géné- 
l'atrice  ïp,  toujours  tangente  à  la  courbe  d'intersection,  deviendrait  asymptote. 

241.  Si  la  base  du  cône  fixe  et  celle  du  cône  transporté  se  touchaient  en  I,, 
les  plans  tangents  le  long  des  génératrices  SIetTI,  seraient  parallèles,  et  l'asym- 
ptote disparaîtrait  à  l'infini.  Ainsi  la  branche  infinie  qui  correspond  à  un  point 
de  rencontre  des  traces  des  cônes  après  la  translation  est  hyperbolique  ou  para- 
bolique, suivant  que  ces  courbes  se  coupent  ou  se  touchent.  Dans  ce  dernier  cas, 
il  est  facile  de  reconnaître  que  la  convergence  des  génératrices  dans  les  plans 
auxiliaires  est,  en  général,  dans  le  même  sens  en  deçà  et  au  delà  de  la  position 
qui  correspond  aux  génératrices  parallèles.  Les  deux  bras  d'une  branche  para- 
bolique sont  ainsi  sur  les  mêmes  nappes  des  deux  cônes  ('  ). 

242.  Nous  n'avons  considéré  que  le  cas  où  les  traces  horizontales  des  cônes 
sont  des  courbes  fermées.  Lorsqu'elles  ont  des  branches  infinies,  elles  peuvent 
se  rencontrer  à  l'infini  :  cela  a  lieu  notamment  quand  elles  ont  des  asymptotes 
parallèles.  Les  plans  passant  par  une  asymptote  et  par  le  sommet  du  cône  cor- 
respondant touchent  respectivement  les  surfaces  le  long  de  génératrices  qui  sont 
horizontales  et  parallèles.  L'intersection  de  ces  plans  est  asymptote  de  la  courbe 
suivant  laquelle  les  cônes  se  coupent. 

Nous  croyons  ne  pas  devoir  entrer  dans  plus  de  détails  sur  ce  cas  exceptionnel. 
On  pourra  lever  les  petites  difficultés  qu'il  présente  en  déterminant  les  traces  des 
cônes  sur  un  plan  vertical  convenablement  choisi. 

(')Par  une  discussion  géométrique  1res  simple,  on  reconnaît  que,  pour  que  les  deux  bras  d'une 
branche  parabolique  ne  soient  pas  sur  les  mômes  nappes,  il  faut  que  le  contact  des  traces  des  cônes 
après  la  translation  s'élève  au  second  ordre. 

On  peut  dire,  d'une  manière  plus  générale  et  sans  rien  spécifier  sur  la  nature  d'une  branche  infinie, 
que  ses  deux  bras  sont  sur  les  mêmes  nappes  des  cônes,  quand  les  traces  de  ces  surfaces,  après  la 
translation,  ne  se  traversent  pas  au  point  commun. 
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V'  Exemple.  —  Inlerrectioii  d'un  cane  et  d'un  ctlindre.  —  Deux  brwiclies  infinies. 
(Planche  XXXril.^ 

245.  Dans  le  cas  d'un  rone  et  il'uii  cyliiuhe,  pour  (lue  la  courbe  d'intersec- 
tion ait  des  branches  infinies,  il  faut  que  l'une  des  génératrices  du  cône  soit 
parallèle  à  celles  du  cylindre.  Cette  condition  est  remplie  pour  les  surfaces  repré- 
sentées sur  la^^.  i3i,  la  génératrice  (SK,  S'K')  du  cône  étant  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre. 

243  a.  Lafig.  c,  PL  LIV,  est  une  perspective  cavalière  permettant  de  suivre 
plus  facilement  les  constructions  exposées  dans  les  articles  suivants. 

243  b.  Une  droite  quelconque  passant  par  le  point  K,  telle  que  me,  peut 
être  prise  pour  trace  d'un  plan  auxiliaire.  Les  génératrices  du  cylindre  qui 
percent  le  plan  horizontal  en  è  et  en  c  rencontrent  donc  la  génératrice  du  cône, 
qui  a  sa  trace  en  m  ;  on  obtient  ainsi  les  points  (B,  B')  et  (C,  C)  de  l'intersection. 

Si  l'on  fait  tourner  la  liîjne /tzc  autour  du  point  K,  on  obtiendra  une  série  de 
points  qui  se  relieront  a(  B,  B'  )elà('C,  C  ),  de  manière  à  former  la  courbe.  Quand 
le  point  m  sera  devenu  voisin  de  K,  la  génératrice  (Sm,  S'm' )  rencontrera  le 
cylindre  en  un  point  très  éloigné;  enfin,  lorsque  la  génératrice  mobile  sera  con- 
fondue avec  (SK,  S'K'),  la  trace  du  plan  auxiliaire  sera  la  tangente  IJ;  on  voit 
que  les  génératrices  du  cylindre  qui  passent  par  les  points  I  et  J  rencontrent  le 
cône  à  l'infini. 

La  génératrice  SK  du  cône  est  dans  tous  les  plans  auxiliaires;  elle  rejoint  à 
l'infini  toutes  les  génératrices  du  cylindre,  mais  celles  qui  ont  leurs  traces  en  I 
et  en  J  sont  les  seules  qui  ne  rencontrent  le  cône  qu'à  l'infini,  et  dont  les  points 
à  l'infini  fassent  transition  entre  des  bras  indéfinis  de  la  courbe  situés  sur  les 
deux  nappes  de  la  surface. 

Il  suit  de  là  que  le  nombre  des  bnmcbes  infinies  est  égal  à  celui  des  points  où 
la  tangente  de  la  trace  du  cône  au  point  K  rencontre  la  trace  du  cylindre.  Sur  la 
fig.  i32,  la  taniïente  KT  ne  coupe  pas  la  trace  A,  et  la  génératrice  (  SK,  S'K'), 
bien  que  parallèle  au  cylindre,  ne  doit  pas  déterminer  une  branche  infinie.  On 
voit,  en  efl'et,  que  l'intersection  ne  s'étend  que  sur  les  génératrices  qui  rencon- 
trent le  plan  horizontal  aux  différents  points  de  l'arc  car/ compris  entre  les  plans 
limites. 

244.  Revenons  à  \a/ig.i'j\  :  les  asymptotes  sont  les  sections  du  plan  tangent 
au  cône  le  long  de  la  génératrice  (  SK,  S  K  »,  par  les  plans  tangents  au  cylindre 
le  long  des  génératrices  (I/,  11"^  et  i  Jy.  J  J  »,  c'est-à-dire  que  ce  sont  ces  géné- 
ratrices elles-mêmes. 

Au  premier  abord,  ce  résultat  parait  en  opposition  avec  celui  que  nous  avons 
obtenu  dans  le  cas  de  deux  cônes  (art.  240^,  mais  il  y  a  f  ii  réalité  une  concor- 
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(lance  parlaitL'.  parce  que  la  droite  IKJ  coupe  une  base  et  touche  l'autre,  et  que, 
par  suite,  les  génératrices  qui  déterminent  les  points  à  l'intini  de  la  courbe  sont 
dans  un  plan  qui  a  le  caractère  de  plan  limite. 

Si  l'on  projette  l'intersection  sur  un  plan  perpendiculaire  au  cylindre,  on 
aura  la  section  droite  de  cette  surface.  Les  génératrices  asymptotes  sont  les 
projetantes  des  points  situés  à  l'infini  (art.  221  ).  On  voit  ainsi  qu'une  courbe 
tracée  sur  un  cylindre  dont  la  directrice  est  fermée  ne  peut  avoir  une  asymptote 
rectiligne  qui  ne  soit  pas  une  génératrice  de  la  surface. 

245.  Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  n'est,  à  proprement  parler,  ni  une 
pénétration  ni  un  arrachement;  il  se  rattache  cependant  à  cette  dernière  dispo- 
sition, car  l'intersection  est  formée  d'une  seule  courbe  composée  de  deux  parties 
qui  se  rejoignent  à  l'infini.  Elle  passe  par  les  points  (X,  À'),  (a,  u.'),  (r;,  r/) 
et  (e,  £  ),  où  les  bases  supérieure  et  inférieure  des  surfaces  se  rencontrent. 
Nous  l'avons  prolongée  sur  le  plan  horizontal  au  delà  de  ces  points,  mais  avec 
une  ponctuation    diflërente.    La    projection    horizontale   de   l'intersection    est 

246.  Nous  avons  construit  les  tangentes  aux  points  (B,  B  )  et  (C.  C).  Pour 
ce  dernier,  nous  avons  employé  la  méthode  expliquée  à  l'article  226.  Les  tan- 
gentes cG  et  mF.  se  rencontrant  en  dehors  du  cadre  de  l'épure,  nous  les  avons 
arrêtées  ii  une  droite  FKG,  que  nous  considérons  comme  la  trace  d'un  plan 
passiint  par  le  sommet  du  cône,  et  parallèle  au  cylindre;  ses  intersections  avec 
les  plans  tangents  à  ces  surfaces  sont  la  droite  (FS.  F'S')  qui  passe  par  le  som- 
met du  cône,  et  la  droite  (GV,  G'V  parallèle  au  cylindre  :  leur  point  de  ren- 
contre (V,  V)  appartient  à  la  tangente. 

M'^  EkE-MPLi:.  —  [niersection  (le  deux  coiter.  —   Pénétration.   —  Deitx  liranchex  infimes,  et  xur  lui 
des  plans  de  projection  deux  parties  parasites.  (  Planche  XXXyiII.') 

247.  La  droite  DSTK,  parallèle  a  la  ligne  de  terre,  est  un  axe  des  deux 
courbes  (iJEJ,  et  Di/F»/,,  traces  horizontales  des  cônes.  Les  sommets  sont  dans 
le  plan  vertical  qui  a  cette  droite  pour  trace. 

Nous  déterminons  d'abord  le  point  K,  d'où  doivent  diverger  les  traces  des 
plans  auxiliaires.  Nous  transportons  ensuite  le  premier  cône  parallèlement  à 
lui-même,  de  manière  que  son  sommet  (S,  S')  coïncide  avec  le  sommet  (T,  T) 
(lu  second  (art.  257).  Sa  nouvelle  trace  ge  est  semblable  à  l'ancienne;  elle 
rencontre  la  trace  du  cône  resté  fixe  en  deux  points  I  et  I,,  symétriquement 
placés  par  rapport  à  la  droite  DK  :  nous  trouvons  ainsi  deux  couples  de  généra- 
trices parallèles  TL  SJ  et  Tl,,  SJ,,  et  par  suite  deux  asymptotes  wt,  co^", .  Les 
génératrices  qui  ont  pour  projections  horizontales  les  droites  TI  et  TI,  sont  repré- 
sentées sur  le  plan  vertical  par  une  seule  (li'oite  T  t  .  Les  génératrices  corres- 


I  i8  l.UKl-:   II.  —  CYLI.NDRICS,  CONES  ET  SLKIACES  DE  RÉVOLUTION. 

pondantes  du  second  cône  ont  également  une  projection  verticale  comniunc  S  .1  . 
Enfin  une  seule  asymptote  i' i"  est  la  projection  des  deux  asymptotes  de  l'intei- 
section. 

Sur  le  plan  vertical  nous  avons  indiqué  les  deux  nappes  des  cônes,  mais  sur  le 
plan  horizontal  la  |)onctuation  a  été  établie  dans  la  supposition  que  ces  corps 
étaient  limités  à  leur  sommet. 

248.  Les  deux  cônes  formant  un  sysléine  symétrique  par  rapport  an  j)laM 
vertical  dont  la  trace  est  DK,  on  peut  obtenir  la  projection  verticale  complète 
en  ne  considérant  que  l'une  des  deux  moitiés  de  ce  système,  par  exemple,  celle 
qui  est  en  avant  du  plan  vertical  DK.  La  courbe  dans  l'espace  se  trouve  ainsi 
limitée  à  ce  plan,  et  les  points  où  elle  le  coupe  sont  des  arrêts  pour  sa  projec- 
tion. Ces  points  a',  fl',  y'  et  o'  sont  ceux  où  se  rencontrent  les  génératrices  qui 
forment  le  contour  apparent  des  surfaces. 

Si  les  traces  des  cônes  sont  des  courbes  géométriques,  la  projection  de  l'in- 
tersection sera  également  une  courbe  géométrique,  et  les  points  d'arrêt  limite- 
ront seulement  ses  parties  utiles. 

249.  On  sait  que,  quand  deux  sur/aces  du  second  degré  ont  un  plan  principal 
commun,  la  projection  de  leur  intersection  sur  ce  plan  est  une  conique. 

Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  les  traces  horizontales  des  cônes  sont  un 
cercle  et  une  ellipse,  et  par  suite  ces  surfaces  sont  du  second  degré;  le  plan  ver- 
tical de  projection  est  d'ailleurs  parallèle  au  plan  principal  KD;  en  conséquence, 
et  d'après  le  théorème  que  nous  venons  de  rappeler,  la  projection  verticale  de 
l'intersection  est  une  conique.  Nous  avons  trouvé  qu'elle  avait  une  asymptote  : 
c'est  donc  une  hyperbole  dont  la  seconde  branche  infinie  est  parasite. 

Lorsqu'une  hyperbole  est  coupée  par  une  droite,  les  segments  interceptés 
entre  la  courbe  et  ses  asymptotes  sont  égaux.  D'après  cela,  si  nous  prenons  les 
longueurs  y' a"  et  y'p",  respectivement  égales  à  y'a'  et  Y'"[i}',  nous  aurons  deux 
points  a"  et  ^"  de  la  seconde  asymptote. 

La  courbe  a  deux  parties  parasites  qui  s'étendent  l'une  de  y'  à  o',  et  l'autre  de 
|îi'  à  a',  en  passant  par  l'infini.  Nous  les  avons  indiquées  par  un  trait  composé 
d'éléments  de  lignes  séparés  par  deux  points.  Un  peut  les  construire  d'après  les 
propriétés  spéciales  de  l'hyperbole. 

250.  Nous  ne  croyons  pas  nécessaire  de  revenir  sur  la  détermination  par 
points  des  projections  de  l'intersection.  Les  traces  K«,  K//,  des  plans  limites 
touchent  la  base  du  premier  cône  et  coupent  celle  du  second;  il  y  a  donc  péné- 
tration. L'une  des  courbes  compagnes  est  la  ligne  fermée  (aQyQ,,  a'Q'y'); 
l'autre  a  deux  branches  infinies. 

Les  génératrices  limites  ont  leurs  traces  horizontales  aux  points/^,  y,  p^  etr/,. 
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Observations  générales . 

2ol.  Nous  n'avons  pas  donné  de  règle  pour  distinguer,  sur  chaque  projection 
de  l'intersection,  les  parties  vues  de  celles  qui  sont  cachées;  il  ne  serait  peut-être 
pas  facile  d'en  avoir  une  qui  tut  applicahle  dans  tous  les  cas,  et  d'ailleurs  elle 
aurait  peu  d'utilité,  car,  dans  les  exercices  graphiques,  on  doit  toujours  se  rendre 
un  compte  exact  des  formes  des  objets  représentés.  En  montrant,  comme  nous 
l'avons  fait  sur  les  PL  XXIII,  XXIV  et  XXV,  une  même  intersection  dans  des 
hypothèses  différentes  sur  la  nature  des  cônes  et  des  cylindres,  nous  avons  donné 
des  exemples  qui  indiquent  comment  ces  questions  doivent  être  analysées. 

Si  l'on  a  besoin  de  connaître  les  transformées  de  la  courbe  d'intersection, 
dans  le  développement  des  deux  surfaces,  on  opérera  comme  il  est  expliqué  aux 
articles  lo8  et  suivants  pour  le  cylindre,  et  à  l'article  178  pour  le  cône. 

Les  données  ne  sont  pas  toujours  disposées  comme  nous  l'avons  supposé. 
Dans  quelques  épures  de  Stéréotomie,  on  détermine  l'intersection  de  deux 
cylindres  horizontaux  dont  on  a  les  sections  droites  rabattues  sur  le  plan  hori- 
zontal. La  marche  à  suivre  consiste,  dans  tous  les  cas,  à  couper  les  surfaces 
suivant  des  droites,  par  des  plans  convenablement  disposés.  Les  petites  modifi- 
cations qu'il  faut  apporter  quelquefois  aux  tracés  ne  méritent  pas  de  nous  occu- 
per actuellement. 


Aotions  générales  sur  la  courbe  d' intersection  de  deux  surfaces 
du  second  ordre. 

251  a.  La  ligue  (l'intersection  C  de  deux  surfaces  du  second  ordre  A  et  B  est 
du  quatrième  ordre;  en  d'autres  termes,  cette  courbe  est  coupée  par  tout  plan 
en  quatre  points  qui  peuvent  être  deux  à  deux  imaginaires.  On  le  reconnaît  en 
remarquant  qu'un  plan  coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  dont  les 
points  communs  sont  les  rencontres  de  la  courbe  C  avec  le  plan.  Or  on  sait  que 
deux  coniques  situées  sur  un  même  plan  ont  quatre  points  d'intersection. 

Il  existe  une  autre  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  qui  est  dite  Ae  seconde 
espèce,  et  dont  nous  n'aurons  pas  à  nous  occuper. 

La  projection  y  de  C  sur  un  plan  quelconque,  que  nous  pouvons  supposer 
horizontal,  est  coupée  en  quatre  points  par  toute  droite  A  tracée  sur  ce  plan,  car 
un  plan  vertical  passant  par  A  coupe  C  en  quatre  points  dont  les  projections  sont 
les  rencontres  de  A  avec  -;.  La  courbe  y  est  donc  du  quatrième  ordre. 
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Le  raisoiiuciiiciil  (jiii  prcei'de  iikiiiIic  ([uc  la  projection  iriiiic  coui'he  gauche 
sur  un  plan  est,  en  général,  du  même  ordre  que  la  courbe  elle-même. 

ii.'il  1).  Les  figures  de  \i'\  à  i33  sont  relatives  à  des  intersections  de  cônes  du 
second  ordre;  elles  montrent  que  la  courbe  y  a  quelquefois  des  points  doubles. 
11  est  intéressant  de  savoir  quel  peut  être  leur  nombre. 

Nous  appelons  P  et  Q  les  plans  diamétraux  conjugués  aux  cordes  verticales 
dans  les  surfaces  A  et  B,  et  R  l'intersection  de  ces  plans.  Un  point  double  dey 
correspond  à  une  corde  verticale  de  C  (art.  218);  le  milieu  de  cette  corde 
appartient  aux  plans  P  et  Q  et  par  suite  à  leur  intersection  R.  Par  cotte  droite 
nous  faisons  passer  un  plan  vertical,  qui  coupe  les  surfaces  A  et  B  suivant  des 
coniques  U  et  V  dans  lesquelles  la  droite  indéfinie  R  est  un  diamètre  conjugué 
aux  cordes  verticales.  Les  deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points  M,  et  ]\L, 
N,  et  Nj,  qui  se  projettent  sur  deux  points  doubles  a  et  v  de  la  courbe  y.  Nous 
voyons  que  cette  courbe  a  en  général  deux  points  doubles,  et  qu'elle  ne  peut  en 
avoir  un  plus  grand  nombre,  à  moins  que  les  surfaces  A  et  B  ne  soient  tangentes 
l'une  à  l'autre,  carie  point  de  contact  serait  un  point  double  de  l'intersection  C 
{fig.  128),  etla  projection  de  ce  point  formerait  un  troisième  point  double  surf- 
il peut  arriver  que  les  coniques  U  et  V  se  touchent  en  un  point  de  la  droite  R  : 
deux  points  de  rencontre  M,  et  Ma  se  confondent  alors,  la  projetante  .M, Mo 
devient  tangente  en  un  même  pointa  U  et  à  V,  par  suite  aux  surfaces  A  et  B,  et 
;i  leur  intersection  (^.  La  courbe  y  possède  dans  ce  cas  un  rebroussement  au 
point  u.  (art.  217).  Si  les  coniques  U  et  V  se  touchaient  en  deux  points,  la 
courbe  y  aurait  deux  points  de  rebroussement. 

Les  quatre  points  communs  aux  courbes  U  et  V  peuvent  être  imaginaires  deux 
à  deux.  La  courbe  y  peut  ainsi  n'avoir  qu'un  point  doiibI(>,  et  même  en  être 
complètement  dépourvue  ('  ). 

251  c.  Quand  les  surfaces  A  et  B  ont  une  génératrice  rectiligne  commune  D, 
la  courbe  C,  qui  avec  D  forme  l'intersection  du  quatrième  ordre,  ne  coupe  un 
plan  qu'en  trois  points;  c'est  donc  une  courbe  du  troisième  ordre  :  on  l'appelle 
nihù/iie  gauche. 

La  droite  1)  passe  par  un  des  points  de  rencontre  des  coniques  U  et  Y 
(art.  251  b).  Soit  N,  ce  point  :  la  corde  M^M.,  détermine  sur  la  projection  y  uu 
point  double  u..  La  projection  d'une  cubique  gauche  est  donc  une  cubique  plane 
(c'est-à-dire  une  courbe  plane  du  troisii'ine  ordre)  ayant  un  point  double. 


(I)  M.  Chasles  a  établi  le  premier  que  la  courbe  •(  possède  deux  points  doubles  ou  conjugués  (réels 
ou  imaginaires).  La  démonstration  que  nous  donnons  de  ce  théorème  est  due  à  ïliéodoro  Olivier;  elle  a 
l'avantage  de  conduire  à  des  constructions  possibles.  Pour  compléter  la  discussion,  il  faudrait  examiner 
le  cas  où  les  coniques  U  et  V  ont  une  ou  deux  sécantes  communes  idéales  réelles.  La  courbe  7  possède 
alors  un  ou  deux  points  conjugués. 
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Tout  cùric  ayanl  pour  directrice  une  cubique  gauche  et  son  sommet  en  un  point 
de  cette  ligne  est  du  second  ordre,  car  un  plan  passant  par  le  sommet  coupe  la 
cubique  en  deux  autres  points,  et  contient  par  suite  deux  génératrices  du  cône. 

251  d.  Lorsque  les  surfaces  du  second  ordre  A  et  B,  qui  ont  une  génératrice 
commune  D,  sont  des  cônes,  chaque  plan  auxiliaire  G  (art.  223)  contient  la 
droite  D  et  deux  autres  génératrices  a  et  6  appartenant  respectivement  aux  cônes 
A  et  B.  Le  plan  G  détermine  ainsi  sur  la  cubique  gaucbe  un  seul  point  y  inter- 
section de  a  et  de  h. 

Lorsque  le  plan  auxiliaire  G  tournant  autour  de  1)  tend  à  devenir  tangent  au 
cône  A,  l'angle  de  a  avec  D  diminue  indéfiniment,  et  le  point  <y  se  rapproche 
indéfiniment  du  sommet  du  cône  B,  car  ce  sommet  est  sur  la  droite  D.  La  cubique 
gauche  passe  donc  par  les  sommets  des  deux  cônes.  Le  deuxième  théorème  de 
l'article  précédent  pouvait  faire  prévoir  ce  résultat. 

La  construction  de  la  cubique  gauche  comme  intersection  de  deux  cônes  du 
second  ordre  peut  donner  lieu  à  des  exercices  graphiques  intéressants. 

202.  On  peut  assez  souvent  simplifier  la  construction  des  projections  d'une 
courbe  d'intersection,  en  s'appuyant  sur  les  propriétés  spéciales  des  surfaces  que 
l'on  considère.  C'est  ainsi  que  nous  avons  appliqué  à  l'article  249  un  théorème 
relatif  aux  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  un  plan  principal  commun. 

Voici,  sur  les  mêmes  surfaces,  six  autres  théorèmes  qui  sont  quelquefois 
utiles  pour  les  tracés. 

i"  Quand  deux  surfaces  du  second  ordre  ont  une  courbe  plane  commune,  elles 
se  coupent  suivant  une  seconde  courbe  plane,  qui  peut  se  confondre  avec  lapremiérc, 
et  alors  les  surf  aces  sont  tangentes  l'une  à  l'autre  en  tous  ses  points,  et  qui  peut  aussi 
devenir  imaginaire. 

■1°  Quand  deux  surfaces  du  second  ordre  so/it  tangentes  l'une  à  l'autre  en  deux 
points  non  situés  sur  une  génératrice  rectiligne  commune,  leur  intersection  est  le  sys- 
tème de  deux  courbes  planes  qui  se  croisent  au  point  de  contact.  Ces  deux  lignes 
d'intersection  peuvent  se  confondre  en  une  seule  ligne  de  contact. 

Quelquefois  les  surfaces  n'ont  en  commun  que  les  deuxpoinls  de  tangence. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que,  quand  deux  surfaces  du  second  ordre  se  touchent 
le  long  d'une  courbe,  cette  ligne  est  nécessairement  plane.  On  dit  alors  que  l'une 
des  surfaces  est  inscrite,  et  l'autre  circonscrite. 

3°  Quand  deux  surfaces  du  second  ordre  sont  circonscrites  à  une  même  troisième 
surface  de  cet  ordre,  leur  intersection  (s  il  y  en  a  une)  est  le  système  de  deux  courbes 
planes,  dont  les  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite  que  les  plans  des  courbes 
de  contact.  Quelquefois  les  surf  aces  sont  simplement  tangentes  en  deux  points. 

4"  Quand  deux  surfaces  développables  du  second  ordre  (^cônes  ou  cylindres')  sont 
tangentes  l'une  à  l' autre  le  long  d' une  génératrice  rectiligne,  elles  se  coupent  suivant 
une  courbe  plane.  Quand  les  surfaces  en  question  sont  deux  cônes  ayant  même 

I.  —  De  la  Gourserie.  —  Descriptive.  ifi 
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sommet,  ou  deux  cy/indres.  la  section  (s'il  y  en  a  une)  est  le  système  de  deux  droites 
situées  dans  un  plan. 

5"  Deux  surfaces  du  second  ordre  homothétiques  ne  peuvent  se  couper  que  suivant 
une  courbe  plane. 

6"  Quand  une  surface  du  second  ordre  est  circonscrite  à  une  sphère,  la  conique 
suivant  laquelle  elle  est  coupée  par  un  plan  tangent  à  la  sphère  a  l'un  de  ses  foyers 
au  point  de  contact  (  '  ), 

Intersection  d'une  swffice  de  révolution  et  d'un  cylindre. 
{Planche  XXXIX.) 

255.  La  trace  horizontale  du  cylindre  est  la  courbe  GG,;  la  droite  (Or, ,  O'/-',) 
fait  connaître  la  direction  de  ses  génératrices. 

La  surface  de  révolution  est  donnée  par  son  axe,  qui  est  vertical,  et  par  sa 
méridienne  de  front. 

Un  plan  horizontal  C'E'O^  coupe  la  surlace  de  révolution  suivant  deux  paral- 
lèles dont  il  est  facile  d'obtenir  les  projections  horizontales,  et  le  cylindre 
suivant  une  courbe  identique  à  la  directrice  GG,  :  nous  pourrions  tracer  la  pro- 
jection horizontale  de  cette  courbe  sur  le  plan  horizontal,  et  déterminer  son 
intersection  avec  les  projections  des  parallèles;  mais  la  construction  serait 
minutieuse,  et  ne  donnerait  quelque  exactitude  que  si  elle  était  faite  avec  beau- 
coup de  soin.  Il  vaut  mieux  opérer  sur  la  directrice  GG,  elle-même,  en  reportant 
les  parallèles  dans  la  position  convenable. 

254.  Nous  amenons  le  plan  C'E'O!,  sur  le  plan  horizontal  en  faisant  mouvoir 
tous  ses  points  sur  des  droites  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre.  La  sec- 
tion faite  dans  cette  surface  vient  se  placer  sur  la  trace  GG,  ;  le  centre  (0,  01) 
des  parallèles  C'Ol  etE'O^  suit  la  ligne  (0/-.,  0'.y.,),  et  se  place  en  r.,  :  si  de  ce 
point  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  à  G!, G',  nous  traçons  un  arc  de  cercle, 
les  points  m  et  n  où  il  rencontre  la  courbe  GG,,  appartiendront  à  l'intersection; 
il  n'y  aura  plus  qu'à  les  reporter  en  (2,  2')  et  en  (i4,  i4').  sur  le  parallèle  con- 
sidéré, par  des  génératrices  du  cylindre. 

(1)  On  peut  voir  pour  les  premiers  tliéorèmes  les  démonstrations  do  Chasles  (Correspondance  fur 
l'École  Polytechnique  ;  t.  III,  p.  SaS  et  suivantes)  ou  celles  de  Poncelet  {Traite  des  Propriclcs  pro- 
jectives;  art.  600,  601  et  603).  Pour  le  cinquième,  on  remarquera  que,  d'après  la  supposition  faite  sur 
les  surfaces,  les  termes  du  second  degré  ont  dans  les  équations  des  coefficients  proportionnels,  et 
peuvent  par  suite  être  éliminés  tous  ensemble.  Dans  ce  cas,  l'intersection  du  quatrième  ordre  est  com- 
plétée par  une  conique  à  l'infini. 

Le  sixième  théorème  est  dû  à  Daadeliu.  On  peut  l'établir  en  remarquant  que  les  sections  faites 
par  un  même  plan  dans  la  surface  et  dans  la  sphère  sont  tangentes  en  deux  points.  Quand  le  plan 
touche  la  sphère,  on  doit  regarder  qu'il  y  fait  une  section  circulaire  d'un  rayon  infiniment  petit,  ayant 
un  double  contact  ido;il  avec  la  conique.  Le  point  de  tangenco  est,  par  suite,  un  foyer  de  celte  courbe. 
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Les  droites  m.i  e{  n .il\  sont  égales  à  r.,0,  longueur  de  la  projection  horizon- 
tale de  la  partie  d'une  génératrice  du  cylindre  comprise  entre  le  plan  horizontal 
de  projection  et  le  plan  auxiliaire.  On  peut  donc  obtenir  les  points  2  et  i4  avec 
exactitude,  et  sans  tracer  la  projection  horizontale  du  parallèle,  en  portant  la 
longueur  r.O  à  partir  des  points  m  et  n  sur  des  droites  parallèles  à  r,  0.  Les 
points  2  et  i4  sont  ensuite  relevés  sur  le  plan  vertical,  en  2'  et  i4'. 

On  obtient  les  points  de  l'intersection  situés  sur  le  deuxième  parallèle  contenu 
dans  le  plan  auxiliaire,  en  traçant  un  cercle  du  point  r„  comme  centre,  et  avec 
un  rayon  égal  à  O'.E.  Cette  construction  n'est  pas  indiquée  sur  la  figure. 

Nous  avons  ponctué  la  figure  en  supposant  que  le  cylindre  était  enlevé. 

255.  Nous  déterminons  la  tangente  au  point  (i4,  i-V).  en  construisant,  sur 
le  plan  horizontal  T'L',  les  traces  th  et  ^L  des  plans  tangents  à  la  surface  de 
révolution  et  au  cylindre.  Si  nous  supposons  que  la  tangente  C'T'  du  méridien 
de  front  soit  entraînée  dans  le  mouvement  de  révolution,  sa  trace  T  décrira  un 
arc  de  cercle  autour  du  point  0,  et  sera  en  t  sur  la  droite  0.i4  quand  le  point 
(C,  C)  se  trouvera  en  (14,  1  j').  La  trace  th  du  plan  tangent  à  la  surface  de 
révolution  est  perpendiculaire  à  Ot  menée  par  le  point  t  (art.  190).  La  trace  du 
plan  tangent  au  cylindre  passe  par  le  point  g,  ramené  de  g  sur  «.14,  et  est 
parallèle  à  la  tangente  de  la  trace  GG,  au  point  n. 

Intersection  d'une  surface  de  révolution  et  d'un  cône.     Planche  XL.) 

256.  Quand  le  cylindre  qui  coupe  la  surface  de  révolution  est  remplacé  par 
un  cône,  il  faut  modifier  la  construction  en  projetant  sur  le  plan  horizontal  les 
sections  horizontales  auxiliaires  des  deux  surfaces,  non  plus  par  des  obliques 
parallèles,  mais  par  des  droites  qui  divergent  du  sommet  du  cône.  Les  sections 
du  cône  sont  projetées  sur  sa  trace,  et  celles  de  la  surface  sur  des  cercles  dont 
on  détermine  facilement  le  centre  et  le  rayon. 

Le  point  (S,  S')  est  le  sommet  du  cône,  et  la  courbe  GG,  sa  trace  horizontale. 

Considérons  le  plan  horizontal  B'O'B,  :  les  traces  K  et  R  des  droites  (SO,  S'O') 
et  (SB,  S'B'),  qui,  venant  du  sommet  (S,  S'),  passent  l'une  par  le  centre  et 
l'autre  par  un  point  quelconque  du  parallèle,  sont  le  centre  et  l'un  des  points 
de  \ii  projection  conique  de  ce  cercle  (art.  185,  note).  Le  parallèle  ainsi  amené 
sur  le  plan  horizontal  rencontre  en  n  et  en /n  la  trace  GG,  :  il  n'y  a  plus  qu'à 
reporter  ces  points  dans  leur  véritable  position  par  les  génératrices  (Sn,  S'«') 
et(Sm,  S'»i'):  on  trouve  les  points  (9,  9  )  et  (3,  3'),  qui  appartiennent  à  l'in- 
tersection. 

Nous  avons  ponctué  la  figure  en  supposant  que  le  cône  était  enlevé. 

La  construction  de  la  tangente  (3.L,  3'.L')  ne  présente  aucune  difficulté.  Les 
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traces  des  phiiis  (angciils  de  la  siirl'aee  de  révoliilion  et  du  cône  au  point  ('i,  J') 

sont  les  tangentes  /L  et  /;/L  au  cercle  r?in  et  ii  la  coiiihe  (jG,. 

Le  point  le  plus  haut,  le  point  le  plus  bas  et  ceux  (jui  sont  sur  les  contours 
apparents  du  cône  sont  obtenus  par  l'enseinble  du  tracé  de  la  courbe  résultant 
de  la  détermination  d'un  grand  nombre  de  points.  Si  l'on  veut  opérer  avec  beau- 
coup d'exactitude,  on  construira  des  coui'bi^s  d'erreur. 

Iiitcrsoction  de  dfiix  snrjacvs  de  i-rvoliilioii  dont  /es  axes  .vr  rciiconlvciit . 

{Plainliv  XLl.\ 

257.  Nos  plans  de  projection  sont,  l'un  parallèle  aux  deux  axes,  l'autre  pei- 
pendiculaire  à  l'une  de  ces  droites  :  ce  dernier  est  considéré  comme  horizontal. 

Les  axes,  qui  sont  (0,  R'O)  et  (OH,  O'H),  se  coupent  au  point  (0,  0').  Les 
courbes  G'B'R'E',  et/'G'E'H'  sont  les  méridiennes  de  front  des  deux  surfaces. 

Deux  surfaces  engendrées  par  la  révolution  de  deux  courbes  autour  d'un  même 
axe  se  coupent  suivant  un  ou  plusieurs  cercles  situés  dans  des  plans  perpendi- 
culaires à  cette  droite.  Donc,  si  nous  prenons  pour  surfaces  auxiliaires  des  sphères 
dont  le  point  (0,  0)  soit  le  centre,  les  surfaces  considérées  étant  de  révolution 
autour  de  chacun  des  axes  OR'  et  O'H',  leurs  intersections  avec  les  surfaces 
considérées  formeront  deux  séries  de  cercles  qui  se  projetteront  sur  le  plan  ver- 
tical suivant  des  droites  respectivement  perpendiculaires  aux  deux  axes. 

Un  arc  de  cercle  B'i'B"  décrit  du  point  0'  comme  centre  avec  un  rayon  arbi- 
traire peut  être  considéré  comme  faisant  partie,  sur  le  plan  méridien  de  front, 
de  la  trace  d'une  sphère  qui  a  son  centre  au  point  (0,  0'),  et  qui  coupe  les  deux 
surfaces  de  révolution  suivant  des  cercles  projetés  sur  les  droites  B'B"  et  6'^' 
respectivement  perpendiculaires  à  O'R'  et  O'H'.  Le  point  M',  où  ces  deux  droites 
se  coupent,  appartient  donc  à  la  projection  vei'ticale  de  l'intersection  cherchée. 
On  en  déduit  Aicilement  sur  le  plan  horizontal  les  points  correspondants  M  et  M, 
de  la  projection  de  la  courbe  (art.  189  ). 

En  traçant  différents  arcs  convenablement  espacés,  on  obtiendia  autant  de 
points  ((u'il  sera  nécessaire  pour  bien  déterminer  l'intersection.  On  devra  cher- 
cher ceux  qui  appartiennent  au  parallèle  C'C",  contour  apparent,  sur  le  plan 
horizontal,  de  la  surface  dont  l'axe  est  vertical. 

La  méthode  (jue  nous  venons  d'exposer  est,  au  fond,  la  même  (|ue  celle  (|ue 
nous  avons  employée  pour  <lêterininer  l'intiM-seclion  des  cônes  et  des  cylindres, 
mais  les  surfaces  auxiliaires  sont  des  sphères  et  non  des  plans.  On  remarquera 
encoreque  la  facilité  des  constructions  exige  que  l'un  des  plans  coordonnés  soit 
parallide  aux  deux  axes,  et  l'autre  perpendiculaire  à  l'un  d'eux. 

2o8.   La  courbe  dans  l'espace  est  symétrique  par  rap[)ort  au  plan  vertical  Jii; 
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elle  k'  rencoiiti'o  noiiiialeiiu'iit  aux  points  (  E.  E  )  et  (  G,  G).  Par  suite,  la  |iarlic 
utile  de  sa  projection  verticale  s'arrête  bruscjucnient  aux  points  E  et  G  ,  et  des 
parties  parasites  la  prolongent  (art.  220  et  218). 

Si  un  cercle  auxiliaire  coupe  les  méridiennes  en  des  points  D'  et  d'  situés  en 
deçà  de  G',  la  construction  fera  trouver  un  point  N'  extérieur  à  la  circonférence, 
et  situé  par  conséquent  sur  les  prolongements  des  cordes.  Aucun  point  ne  lui 
correspond  sur  la  projection  horizontale  :  il  appartient  à  la  partie  parasite.  On 
peut,  en  général,  prolonger  ainsi  la  courbe  G'E'  au  delà  des  extrémités  de  l'arc 
utile. 

Le  ra\on  du  plus  petit  cercle  qui  rencontre  les  deux  méridiennes  est  07';  celui 
du  plus  grand  O'R'.  Les  points  P'  et  Q'  qui  leur  correspondent  sont  les  derniers 
que  nous  puissions  obtenir  par  la  méthode  générale  qui  fait  connaître  la  partie 
utile  de  la  projection  verticale  de  l'intersection.  L'arc  parasite  s'étend  au  delà, 
si  les  méridiennes  sont  des  courbes  géométriques;  mais  on  ne  peut  le  tracer 
qu'autant  que  l'on  connaît  la  loi  de  leur  génération  (  '). 

Sur  notre  épure,  les  méridiennes  sont  des  ellipses,  et  le  plan  vertical  SH  peut 
être  considéré  comme  principal  par  rapport  à  chacune  des  deux  surfaces.  L'arc 
P'Q'  appartient  donc  à  une  courbe  du  second  degré  (art.  249);  mais  on  compli- 
querait inutilement  la  question  si  l'on  voulait  avoir  égard  à  cette  circonstance 
pour  son  tracé  (-). 


(')  En  preiianl  pour  méridiennes  des  courbes  du  second  degré,  M.  Poncelet  a  montré  qn'on  pouvait 
déterminer  des  points  au  delà  des  extrémités  P'  et  Q',  en  construisant  des  sécantes  idéales  communes 
aux  cercles  auxiliaires  et  aux  méridiennes  (  Traité  des  propriétés projectives ;  art.  60  et  61.  et  Note  de 
la  page  410  de  la  deuxième  édition). 

(2)  La  courbe  est  une  hyperbole,  parce  que  les  deux  ellipsoïdes  sont  allongés;  elle  serait  également 
une  hyperbole  si  les  ellipsoïdes  étaient  tous  les  deux  aplatis.  On  trouve  une  ellipse  quand  Tune  de  ces 
surfaces  est  allongée  et  l'autre  aplatie,  une  parabole  lorsque  l'une  d'elles  est  une  sphère,  et  une  droite 
dans  le  cas  de  deux  sphères.  Quand  les  axes  sont  parallèles,  la  courbe  est  une  parabole,  et  une  ligne 
droite  si,  de  plus,  les  ellipses  méridiennes  sont  semblables. 

Du  centre  des  sphères  auxiliaires  on  peut  abaisser  sur  chaque  méridienne  deux  normales  (  réelles  ou 
imaginaires),  en  outre  de  celles  q'ui  sont  confondues  avec  l'axe  de  révolution.  Quand  ces  normales 
sont  de  même,  longueur  pour  les  deux  courbes,  l'hyperbole  se  change  en  deux  droites,  ou  l'ellipse  en 
un  point.  On  voit,  en  effet,  qu'une  même  sphère  est  alors  circonscrite  aux  deux  ellipsoïdes  (art.  232,  3""). 
Cette  sphère  peut  avoir  un  contact  idéal  avec  une  des  surfaces,  ou  avec  les  deux;  elle  peut  aussi  deve- 
nir imaginaire. 

M.  Catalan  a  démontré  que,  quand  chacune  des  ellipses  méridiennes  a  un  de  ses  foyers  au  point  de 
rencontre  des  axes,  l'intersection  est  le  système  de  deux  droites.  La  règle  générale  que  nmis  venons  de 
donner  est  satisfaite  dans  ce  cas,  car  dans  une  conique  les  normales  imaginaires  abaissées  de  l'un  des 
foyers  sur  la  courbe  ont  une  longueur  nulle,  et  par  suite  ces  droites  sont  égales  dans  les  deux  ellipses. 
La  spiière  circonscrite  est  alors  réduite  à  un  point. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  la  nature  de  la  courbe  est  indépendante  de  l'angle  des  axes. 

Si  l'un  des  ellipso'ïdes  glisse  sur  son  axe,  la  projection  \erticale  de  l'intersection  se  transporte  en 
restant  homothétique  à  elle-même,  et  son  centre  décrit  une  ligne  droite.  Nous  ferons  enfin  remarquer 
que  la  courbe  passe  par  les  points  d'intersection  des  méridiennes,  et  qu'elle  a  par  conséquent  avec  ces 
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2o9.  La  taiii^œiitc  en  un  point  (|ii('lri)n((ui'  (  M,  M)  est  l'intersection  des  plans 
tangents  aux  deux  surfaces. 

Si  nous  supposons  que  la  tangente  B'S'  du  méridic";)  principal  au  point  B'  soit 
entraînée  dans  le  mouvement  de  révolution  autour  de  l'axe,  la  trace  S  décrira  un 
arc  de  cercle  autour  du  point  0,  et  sera  en  S,  sur  la  ligne  OM  quand  le  point 
(B,  B')  se  trouvera  en  (M,  M'  ).  La  trace  du  plan  tangent  à  la  première  surface  de 
révolution  est  la  droite  S,L  perpendiculaire  ;i  OS,. 

Nous  ne  pouvons  pas  employer  cette  construction  pour  le  plan  tangent,  à  la 
seconde  surface,  vu  la  position  inclinée  de  l'axe;  mais  on  arrive  presque  aussi 
facilement  au  résultat  en  déterminant  la  normale  et  lui  menant  un  plan  perpen- 
diculaire. 

La  normale  à  la  méridienne  en  h'  rencontre  l'axe  au  point  X',  que  nous  rame- 
nons horizontalement  en  k.  J^e  point  {k,  k')  est  le  sommet  du  cône  formé  par  les 
normales  à  la  surface,  le  long  du  parallèle  dont  le  centre  est  en  p'  (art.  186). 
La  droite  (kyi,  k'M')  est  donc  normale  au  point  (M,  M'). 

Nous  faisons  maintenant  passer  par  ce  point  une  droite  parallèle  à  la  trace 
verticale  du  plan  tangent  cherché  (art.  4-1);  ses  projections  sont  les  droites  M? 
etM'i',  l'une  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  l'autre  perpendiculaire  à  M'k'  :  elle 
perce  le  plan  horizontal  en  /.  La  trace  du  plan  tangent  passe  par  ce  point  et  est 
perpendiculaire  à  MX-.  Le  point  \,  où  se  rencontrent  les  traces  des  plans  tangents, 
appartient  à  la  tangente,  qui  est  ainsi  (MI,  M'I  ). 

260.  La  courheE'G' ayant  été  déterminée  par  des  constructions  faites  unique- 
ment sur  le  plan  vertical,  la  tangente  M'I'  doit  pouvoir  être  ohtenue  sans  l'inter- 
vention des  projections  horizontales. 

La  tangente  de  l'intersection  au  point  quelconque  (M,  M'  )  est  perpendiculaire 
à  la  normale  de  chacune  des  surfaces,  et  par  suite  au  plan  de  ces  deux  droites  : 
la  projection  de  la  tangente  est  donc  perpendiculaire  à  la  trace  de  ce  plan.  Les 
sommets  des  cônes  formés  par  les  normales  le  long  des  parallèles  B'B"  et  b''^ 
sont  aux  points  K'  et  k',  et  par  conséquent  la  droite  K'/'  est  la  trace  du  plan  des 
normales  sur  le  plan  méridien  SH  commun  aux  deux  surfaces.  On  obtient  la  pro- 
jection verticale  de  la  tangente  en  menant  du  point  M'  une  perpendiculaire  M'I' 
à  K'k'. 

Cette  construction  peut  être  appliquée  aux  points  extrêmes  E'  et  G  ,  et  même 
à  ceux  qui  sont  situés  sur  les  arcs  parasites  G'P'  et  E'Q'.  Ainsi,  les  normales  des 

lignes  les  relations  qui  existent  entre  les  sections  coniques  qui  ont  quatre  points  communs  (M.  L.\mé, 
Examvn  des  différentes  métliodcx,  etc.,  p.  3.i;  M.  Po.'vcei.kt,  l'rop.  proJect.,  p.  -216).  Si  l'on  veiil  déter- 
miner ses  a.xes,  on  pourra  em|)lijyor  les  moiliodes  générales  données  par  M.  l^ncelet  i  l'mf).  firojcct.. 
an.  3fi  el  suiv.,  3!)i  et  suiv.). 

Ces  diverses  considérations  ont  pou  d'importance  pour  les  h'acés,  mais  nous  avons  cru  devoir  donner 
quelques  indications  sur  une  question  intéressante  à  plusieurs  points  de  vue. 
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méridiennes  aux  points  D'  et  r/  rencontrant  les  axes  en  V  et  c',  la  tangente  de  la 
courbe  en  N'  est  perpendiculaire  à  VC. 

La  tangente  MI  peut  être  déterminée  par  la  condition  d'être  perpendiculaire  à 
la  trace  horizontale  du  plan  des  normales.  Comme  cette  droite  serait  éloignée, 
nous  allons  opérer  sur  un  plan  horizontal  convenablement  élevé,  celui  dont  la 
trace  verticale  est  xy-  Ce  plan  est  rencontré  au  point  (m,  m)  par  la  normale 
(M^",  M'k'),  et  en  (k,,k\)  par  la  droite  (O^-, K'X-'),  qui  passe  par  les  points  où  les 
normales  coupent  les  axes.  La  trace  du  plan  des  normales  est  donc  iik,  ;  la  tan- 
gente MI  est  perpendiculaire  à  cette  droite. 

Pour  déterminer  la  droite  iik,,  nous  ne  nous  sommes  pas  servi  de  la  trace 
horizontale  de  la  normale  à  la  première  surface,  parce  que  ce  point  ne  serait  pas 
obtenu  avec  précision. 

261.  Si  l'on  veut  avoir  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les 
axes  ne  se  rencontrent  pas,  on  prendra  l'un  des  plans  coordonnés  parallèle  aux 
axes,  et  l'autre  perpendiculaire  à  l'un  d'eux,  puis  on  fera  des  sections  par  une 
série  de  plans  parallèles  à  celui-ci.  On  obtiendra  dans  l'une  des  surfaces  des 
cercles,  et  dans  l'autre  des  courbes  que  l'on  construira  par  points  (art.  192). 
L'opération  est  minutieuse,  mais  elle  ne  présente  aucune  difficulté. 
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262.  Dans  les  Arts  grapliiques  qui  se  raUacheiit  à  la  Tiipograpliie,  on  emploie 
un  seul  plan  (le  projection,  toujours  horizontal,  et  l'on  indique  par  des  nombres, 
que  l'on  appelle  cotes,  la  longueur  des  projetantes  ou  ordonnées  des  différents 
points  représentés. 

Le  plan  de  comparaison  à  partir  duquel  on  mesure  les  ordonnées  est  pris 
quelquefois  au-dessus  des  objets  et  quelquefois  au-dessous  d'eux.  Lorsque  des 
points  sont  au  delà  du  plan  de  comparaison,  on  regarde  leurs  ordonnées  comme 
négatives. 

Les  ordonnées  sont  appelées  rtto;<f/r\v,  lorsqu'elles  indiquent  la  hauteur  des 
différents  points  au-dessus  d'un  plan  situé  au  niveau  de  la  surface  d'équilibre 
des  eaux  de  la  mer,  supposée  prolongée  dans  l'intérieur  des  terres. 

Quand  les  objets  sont  représentés  par  leurs  projections  sur  deux  plans  coor- 
donnés, il  n'est  nécessaire  de  recourir  :i  l'échelle  du  dessin  que  pour  établir  les 
données  et  relever  les  résultats;  mais,  dans  les  projections  cotées,  il  faut  com- 
biner à  chaque  instant  des  abscisses  linéaires  avec  des  ordonnées  numériques,  et 
par  suite  l'échelle  est  d'un  usage  continuel.  Toute  épure,  même  d'exercice,  doit 
donc  être  accompagnée  d'une  échelle. 

Une  droite  est  déterminée  quand  on  connaît  sa  projection  et  les  cotes  de  deux 
de  ses  points.  Si  elle  existe  réellement,  on  est  dans  l'usage  de  la  graduer,  c'est- 
à-dire  d'indiquer  ceux  de  ces  points  dont  les  cotes  sont  entières. 

On  appelle  intervalle  la  distance  horizontale  qui  sépare  deux  points  dont  les 
cotes  dill'èrent  de  i'". 

20.1.  Graduer  une  droite  (jui passe  par  deux  points  donnés,  et  placer  sur  elle  un 
point  d'une  cote  donnée. 
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Des  points  sont  donnés  quand  on  connaît  lonis  projections  a  et  h  {fig.  i39)  et 
leurs  cotes  17", 62  et  21"",  45.  Le  point  a  est  plus  ou  moins  élevé  que  li'  point  h, 
suivant  que  le  plan  de  comparaison  est  supérieur  ou  inférieur.  On  opère  de  la 
même  manière  dans  les  deux  cas. 

Nous  mesurons  à  l'échelle  la  distance  horizontale  ah,  et  nous  trouvons  qu'elle 
est  de  6™, 56.  D'après  cela,  en  appelant  n'intervalle,  nous  avons 

6-",  56 

,710,         o,4ji  =:  o'",77. 


21 ,43  —  17,62  '  ^ 

Nous  obtenons  le  point  21  en  prenant  une  longueur  o*", 77  à  partir  de  h;  nous 
pourrions  porter  ensuite  plusieurs  fois  l'intervalle  i",7i  ;  mais  les  erreurs  s'ac- 
cumuleraient, et  il  est  préférable  de  déterminer  un  point  de  division  vers  l'ex- 
trémité de  la  partie  utile  de  la  droite,  par  exemple  celui  qui  est  à  la  cote  16"; 
sa  distance  au  point  21  est  de  5  intervalles  ou  8",  56.  On  porte  cette  longueur  à 
partir  du  point  21,  et,  la  divisant  en  cinq  parties  égales,  on  obtient  les  projec- 
tions des  points  qui  sont  aux  cotes  17,  18,  19  et  20. 

Supposons  maintenant  que  la  cote  donnée  pour  le  point  (ju'on  veut  placer  soit 
19"", 72;  nous  trouverons  sa  position  c  en  portant  au  delà  du  point  19  une  lon- 
gueur égale  à  i™,7i  x  0,72  ou  i'°,23. 

Si  l'on  avait  demandé  la  cote  du  point  de  la  droite  qui  se  projette  en  c,  on  eût 
mesuré  sa  distance  i™,23  au  point  19,  et  l'intervalle  i'",7i  ;  le  nombre  cherché 

,m    23 

aurait  été  10™  h '—-  ou  io'",-2. 

^'  1,71  ^'     / 

264.  On  peut  opérer  d'une  autre  manière.  Si  nous  faisons  tourner  le  plan 
projetant  de  la  droite  autour  de  sa  trace  sur  le  plan  horizontal  qui  est  à  la  cote 
17,  62  du  point  donné  a,  le  point  projeté  en  b  se  placera  en  B  sur  une  perpendi- 
culaire à  ah,  et  à  une  distance  égale  à  21™, /j5  —  17", 62  ou  3"", 83.  En  portant 
sur  la  droite  iB,  à  partir  de  6,  une  longueur  égale  à  iS"" —  17'",  62  ouo™,38,  puis 
des  longueurs  successives  d'un  mètre,  on  pourra  obtenir  sur  «B  les  rabattements 
des  points  de  division,  et  ensuite  leurs  projections  sur  ah. 

Pour  avoir  le  point  dont  la  cote  est  19'",  72,  on  prendra  sur  iB  une  longueur 
égale  à  19™, 72  —  17"", 62.  S'il  faut  au  contraire  trouver  la  cote  du  point  qui  se 
projette  en  c,  on  élèvera  la  perpendiculaire  cC,  et  l'on  ajoutera  sa  longueur  à 
17"^, 62. 

263.  Il  y  a  ainsi  deux  procédés  pour  combiner  des  cotes  avec  des  grandeurs 
linéaires  :  on  peut  réduire  les  longueurs  horizontales  en  nombres  et  opérer  arith- 
métiquement,  ou  bien  rétablir  dans  des  rabattements  les  ordonnées  représentées 
par  des  cotes,  et  faire  des  constructions.  Le  procédé  arithmétique  est  plus  dans 
l'esprit  de  la  méthode,  et  on  l'emploie  souvent;  l'autre  cependant  est  quelque- 
fois préféré  :  ainsi  il  serait  plus  simple,  pour  avoir  la  distance  des  points  a  et  b, 

\.  —  De  la  Gocrxebie.  —  DescrlplUe.  \-j 
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(le  construire  le  triangle  «iB  et  de  mesurer  l'hypoténuse,  que  de  faire  les  carrés 
de  la  dilTérence  des  cotes  et  du  nombre  qui  exprime  la  longueur  de  la  projection, 
et  de  prendre  la  racine  carrée  de  leur  somme. 

266.  La  pente  d'une  droite  est  la  tangente  de  son  inclinaison  sur  le  plan  de 
projection;  son  produit  par  l'intervalle  est  égal  à  l'unité,  ce  qu'on  exprime  en 
disant  que  la  pente  et  l'intervalle  sont  réciproques. 

Graduer  une  droite  dont  on  connaît  la  projection  ab  {fig.  i  lo),  la  pente  o,  70  et 
un  point  a  dont  la  cote  est  i5'",6". 

Désignant  toujours  l'intervalle  par  la  lettre  i,  nous  avons 

«= —  i'",43,         o,67i  =  o'^.oG. 

0,70  '  -^ 

Nous  mettons  la  cote  i5  à  un  point  situé  à  0,96  du  point  a  et  nous  graduons  la 
droite  sans  difticulté.  11  y  aura  deux  solutions,  si  la  nature  du  problème  n'indique 
pas  de  quel  côté  les  cotes  doivent  aller  en  augmentant. 

267.  Par  un  point  donné  A,  faire  passer  une  droite  parallèle  à  une  droite  don- 
née BC  (Jîg-  i40- 

La  projection  AD  de  la  droite  cherchée  doit  être  parallèle  à  BC.  La  grandeur 
de  l'intervalle  est  la  même  sur  les  deux  droites.  La  cote  du  point  donné  A  étant 
i5'",34,  le  point  dont  la  cote  est  i5  se  trouve  à  une  distance  horizontale  de  A 
égale  aux  34  centièmes  de  l'intervalle. 

268.  Reconnaître  si  deux  droites  A  et  B  {Jig.  142)  ^e  coupent,  et  dans  ce  cas 
déterminer  la  cote  de  leur  point  commun. 

Les  horizontales  qui  rencontrent  A  et  B  seront  parallèles  si  ces  droites  sont 
dans  un  même  plan,  et  non  parallèles  dans  le  cas  contraire;  la  même  difïerence 
se  produira  en  projection.  Nous  traçons  les  sécantes  qui  correspondent  aux  cotes 
16,  17  et  18;  nous  trouvons  qu'elles  sont  parallèles,  et  nous  en  concluons  que 
les  droites  se  coupent. 

Aux  cotes  18  et  iG,  les  longueurs  des  sécantes  sont  respectivement  de  8'",4o 
et  6*",  04.  La  diminution  de  longueur  de  la  sécante  horizontale,  qui  est  de  2"',  36, 
correspond  à  une  dillërence  de  hauteur  de  2  mètres;  pour  réduire  la  sécante  de 

8"',4o,  il  faudra  une  hauteur  égale  à  — '^^  „  '  ou  7'", 12.  La  cote  du  point  com- 
mun est  donc  18'"  —  7"',  12  ou  10'",  88. 

Si  le  point  de  rencontre  des  projections  A  et  B  avait  été  dans  le  cadre  de 
l'épure,  on  eût  pu  calculer  la  cote  du  point  correspondant  de  chaijue  droite 
(art.  265)  et  voir  si  on  obtenait  le  même  nombre;  mais  ce  procédé  est  moins 
exact. 

Nous  exaniinei'ons  plus  loin  (art.  27oa)  le  cas  où  les  deux  droites  sont  dans 
un  même  plan  vertical. 
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269.  Quand  un  plan  existe  réellement,  on  le  représente  par  ses  horizontales 
à  cotes  entières  limitées  à  son  périmètre.  Pour  un  plan  de  construction,  on  se 
contente  généralement  de  son  échelle  de  pente;  c'est  une  de  ses  lignes  de  plus 
grande  pente  graduée. 

Toute  droite  située  dans  un  plan,  et  perpendiculaire  à  ses  horizontales,  peut 
être  prise  pour  son  échelle  do  pente.  On  l'indique  alors  par  un  double  trait  P 

On  pourrait,  dans  les  épures  où  l'on  emploie  deux  plans  de  projection,  définir 
un  plan  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente;  il  serait  toujours  facile  d'avoir  ses 
traces.  La  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  joue  d'ailleurs  souvent  un  rôle 
fort  important  dans  les  épures,  comme  on  peut  le  remarquer  sur  les  Jig.  g5, 
1 12,  1 14  et  1 16. 

270.  Tromerla  cale  d'un  point  dont  on  connaît  h  projection  A,  et  qui  est  sur  an 
plan  donné  1?  {fi g.  i43). 

Nous  menons  par  le  point  A  une  horizontale  du  plan  :  cette  droite  AB  est  per- 
pendiculaire à  l'échelle  de  pente  P.  Nous  déterminons  ensuite  la  cote  52™, 33  du 
point  B  de  la  droite  P. 

271.  Faire  passer  un  plan  par  trois  points  A,  B,  C  {fig.  i44)- 

Nous  joignons  par  une  droite  BC  deux  des  points  donnés,  nous  graduons  cette 
droite,  et  nous  déterminons  sur  elle  le  point  D,  qui  a  la  cote  i4'",78  du  point  A. 
Nous  traçons  l'horizontale  AD  du  plan  et  ensuite  l'échelle  de  pente  qui  lui  est 
perpendiculaire.  Il  n'y  a  plus  qu'à  ramener  sur  cette  droite  les  points  de  division 
de  BC  par  des  parallèles  à  AD. 

272.  Construire  un  plan  passant  par  deux  points  donnés  A  et  B  (fig-  i46),  et 
ayant  une  pente  donnée  1,20. 

Concevons  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  soit  au  point  A,  dont  les 
génératrices  aient  la  pente  donnée,  et  dont  la  base  repose  sur  le  plan  horizontal 

du  point  B.  Il  est  facile  de  tracorcettebase  :  son  ravon  est  ~ — '"*   ~",  ""  '"■'  ou  2'",  53. 

1  *  I ,20 

Le  plan  cherché  doit  être  tangent  au  cône  (art.  125).  Sa  trace  surle  plan  horizontal 
du  point  B  sera  donc  la  tangente  BT  à  la  hase  du  cône;  en  lui  menant  une  per- 
pendiculaire P,  nous  obtenons  l'échelle  de  pente.  Enfin  nous  graduons  la  droite 
AB,  et  nous  rapportons  ses  points  de  division  sur  P. 

En  menant  du  point  B  une  autre  tangente  à  la  base  du  cône,  on  obtiendra  un 
second  plan  qui  satisfera  également  à  la  question,  si  le  sens  dans  lequel  l'angle 
doit  être  mesuré  n'est  pas  déterminé. 

Le  sommet  du  cône  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  sa  base,  suivant  que  le 
plan  de  comparaison  est  supérieur  ou  inférieur. 

275.  Parun  point  A  donné  sur  un  plan  P  (fig-  i43),  tracer  dans  ce  plan  une 
droite  d'une  pente  donnée  o,  44- 
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La  distance  iKtri/.oiilalc  du  point  A  à  ci'lui  des  points  de  la  droite  eliereliée  qni 

se  trouve  à  la  cote  j5  est '^^ n  '  ^  '^"  r)"',o7.  La  projection  de  ce  point  est 

donc  sur  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  de 
6",  07;  comme  d'ailleurs  il  doit  être  sur  l'horizontale  55  du  plan,  nous  obtenons 
sa  position  par  recoupement.  Nous  pouvons  ensuite  tracer  la  droite.  On  trouve 
deux  solutions;  il  pourrait  ne  pas  y  en  avoir. 

274.   Construire  l'intersection  de  deux  plans  P  et  Q. 

Les  horizontales  de  même  cote  se  rencontrent  dans  l'espace,  et  donnent  des 
points  de  la  droite  d'intersection  A  {fig-  i47)- 

Sur  la  yZg-.  148,  les  points  de  rencontre  des  horizontales  des  plans  P  et  Q 
étant  éloignés,  nous  avons  employé  deux  plans  auxiliaires  dont  les  intersections 
avec  les  plans  donnés  ont  fait  connaître  deux  points  m  et  n  de  la  droite  cher- 
chée A.  Chaque  plan  auxiliaire  n'est  représente  sur  la  figure  que  par  deux  hori- 
zontales aux  cotes  20  et  23  :  ces  droites  suffisent  pour  la  construction. 

La  droite  A  est  presque  horizontale,  et,  par  suite,  il  n'est  pas  possible  de  la 
graduer  en  cotes  entières;  on  déterminera  sans  difficulté  la  cote  de  l'un  quel- 
conque de  ses  points,  en  le  ramenant  sur  l'une  des  échelles  P  ou  Q  par  une  per- 
pendiculaire. 

27i>.  Déterminer  l'intersection  d'une  droite  A  cl  d'un  plan  P  {fig.  i49)- 

Par  deux  points  3o  et  33  de  la  droite,  nous  menons  des  parallèles  dans  une 
direction  quelconque,  et  nous  les  considérons  comme  les  horizontales  d'un  plan 
dont  nous  déterminons  l'intersection  BC  avec  P.  Cette  droite  fait  trouver  sur  A  le 
point  cherché,  dont  on  détermine  ensuite  la  cote.  Nous  avons  ponctué  la  droite 
dans  la  supposition  que  le  plan  de  comparaison  est  inférieur,  et  que  le  plan  P 
existe  réellement. 

On  peut  prendre  pour  plan  auxiliaire  le  plan  projetant  de  la  droite;  il  faut 
alors  le  rabattre  en  le  faisant  tourner  autour  d'une  de  ses  horizontales.  Nous 
donnerons  plus  loin  un  exemple  de  cette  construction  (art.  287). 

275  a.  Déterminer  le  point  d'intersection  de  deux  droites  situées  dans  un  même 
plan  vertical. 

On  fait  passer  un  plan  par  chaque  droite,  et  l'on  construit  l'intersection  des 
deux  plans  ainsi  obtenus.  Cette  droite  rencontre  au  point  cherché  la  commune 
projection  des  deux  droites. 

On  peut  encore  rabattre  le  plan  vertical  qui  contient  les  droites  données,  en  le 
faisant  tourner  autour  d'une  de  ses  horizontales  {fig.  i /!'*)• 

27(>.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné. 

Pour  avoir  l'échelle  de  pente  du  plan  cherché,  il  suffit  de  mener  par  le  point 
donné  une  droite  parallèle  ii  la  ligne  r('|>résentée  par  réchclle  de  penle  du  pic- 
mier  plan  (art.  2(>7). 
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277.  Qiia/icl  un  plan  est.  perpendiculaire  à  une  droite,  son  échelle  de  pente  est 
parallèle  à  la  projection  de  la  droite,  car  ces  deux  droites  sont  pcrpoiidiciilaircs 
aux  horizontales  du  plan  (art.  46). 

Les  angles  que  la  droite  et  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  font  avec 
l'horizon  sont  complémentaires;  par  conséquent,  les  intervalles  ^  et  «"',  mesurés 
sur  la  projection  de  la  droite  ot  sur  l'échelle  de  pente  du  plan,  sont  réciproques  : 


Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  cotes  doivent  croître  en  sens  opposé,  sur 
l'échelle  de  pente  du  plan  et  sur  la  projection  de  la  droite. 

278.  D'un  point  donné  A  {Jîg.  IJ2),  mener  une  perpendiculaire  à  un  plan 
donné  P. 

La  projection  AB  de  la  perpendiculaire  est  parallèle  à  P.  L'intervalle  i'  sur 
l'échelle  de  pente  donnée  est  o™,8o;  par  suite,  l'intervalle  «doit  être  i'",25.  La 
graduation  de  la  droite  ne  présente  ainsi  aucune  difficulté.  Si  l'on  veut  avoir  la  dis- 
tance du  point  A  au  plan  P,  on  déterminera  le  pied  de  la  perpendiculaire,  et  l'on 
construira  la  vraie  grandeur  de  la  droite  qui  va  de  ce  point  au  point  donné 
(art.  265). 

On  résout  de  la  même  manière  le  problème  de  mener  par  un  point  un  plan 
perpendiculaire  à  une  droite. 

279.  Déterminer  l'angle  de  deux  droites  A  et  B  {fig.  i5o). 

Par  un  point  w  de  A  ayant  une  cote  entière  9,  nous  menons  une  droite  B' 
parallèle  h  B;  puis  nous  faisons  tourner  le  plan  des  droites  A  et  B'  autour  d'une 
de  ses  horizontales,  celle  qui  est  à  la  cote  12,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  horizontal.  La 
perpendiculaire  abaissée  du  point  m  de  l'espace  sur  l'axe  du  mouvement  se  pro- 
jette sur  la  droite  mg  perpendiculaire  à  cet  axe,  et  nous  trouvons  facilement 
sa  grandeur  ^M,  (art.  263)  ;  nous  pouvons,  par  suite,  placer  le  rabattement  M  du 
point  de  l'espace  et  des  côtés  de  l'angle  cherché. 

Si  les  droites  A  et  B' étaient  dans  un  même  plan  vertical,  le  rabattement  serait 
disposé  comme  il  est  indiqué  sur  \Afig.  i45. 

280.  Déterminer  l'angle  de  deux  plans  P  e/  Q  {fig.  i53). 

La  droite  mn,  perpendiculaire  à  la  projection  ab  de  l'intersection  des  deux 
plans,  peut  être  considérée  comme  la  trace  sur  le  plan  horizontal  qui  est  à  la 
cote  i3  d'un  plan  perpendiculaire  aux  plans  P  et  Q.  Nous  rabattons  ce  plan  auxi- 
liaire en  le  faisant  tourner  autour  de /?i/?  :  le  point  où  il  rencontre  l'intersection  se 
place  en  G,  à  une  distance  de  /-que  l'on  obtient  en  rabattant  le  plan  projetant  de 
la  droite  ab  autour  de  celle  de  ses  horizontales  qui  est  à  la  cote  i3.  L'angle  cher- 
ché est  mGn. 

Cette  construction  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  exposée  à  l'article  56 
pour  le  cas  où  l'on  opère  sur  deux  plans  coordonnés. 
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281.  Par  un  pain/  donné  A  mener  une  droite  (jui  fasse  un  angle  donne  avec  une 
droite  donnée  D  (_ftg-  i5i). 

Nous  (létcrniinons  sur  la  droite  le  point  B  qui  a  la  même  cote  que  A,  et  nous 
concevons  que  le  plan  passant  par  la  droite  et  par  le  point  donné  tourne  autour 
de  la  droite  AB  jusqu'à  devenir  horizontal.  Un  point  «est  porté  en  N,  et  la  droite  D 
devient  EN;  on  trace  alors  la  droite  AI  sous  l'inclinaison  voulue,  et  l'on  remet 
le  plan  en  position  :  le  point  I  est  ramené  en  i  sur  une  perpendiculaire  à  AB,  et 
la  droite  cherchée  est  Xi.  On  la  gradue  en  menant,  par  les  points  de  division  de 
D,  des  parallèles  à  AB. 

Le  prohlènie  admet  deux  solutions  quand  le  sens  dans  lequel  on  doit  mesurer 
l'angle  n'est  pas  déterminé  par  la  nature  de  la  question. 

Si  l'on  voulait  avoir  la  distance  du  point  A  à  la  droite  D,  on  ahaisserait  de  ce 
point  une  perpendiculaire  sur  BI,  et  l'on  mesurerait  sa  longueur. 

Exercices. 

282.  Dans  les  prohlèmes  qui  suivent,  les  cotes  représentent  les  hauteurs  au- 
dessus  à\\n  plan  de  comparaison. 

Premier  exercice.  —  On  donne  trois  points  A,  B,  C  ijig.  i54);  on  demande  : 

1°  De  faire  passer  par  chacune  des  droites  AB  et  BC  un  plan  dont  la  pente  vers 
l'extérieur  de  l'angle  ABC  soitj.,  et  de  limiter  ces  deux  plans  X  e;  Y  aux  droites  AB 
et  BC  d'une  part,  et  de  l 'autre  à  des  plans  ve/'ticaux  parallèles  à  ces  droites  et  éloi- 
gnés d'elles  c?e  6"  ; 

2°  De  /aire  passer  par  les  droites  G  et  H,  suivant  lesquelles  les  plans  X  et  Y  coupent 
les  plans  l'ertioaux,  des  plans  x  et  y  inclinés  de  i  de  hase  pour  i  de  hauteur,  et  de  les 
limiter  à  un  plan  horizontal  situé  à  3'",  .5o  au-dessous  du  point  B  ; 

3°  De  prendre  sur  les  droites  G  e^  H  deux  points  de  même  cote  D  et  F,,  peu  éloignés 
l'un  de  l'autre,  et  de/aire  passer  un  plan  par  ces  points  et  le  point  B,  et  un  autre  plan 
par  ces  points  et  le  point  où  se  rencontrent  les  traces  desplans  x  et  y  sur  le  plan  hori- 
zontal situé  à  3"",  5o  au-dessous  du  voint  B. 

On  résout  la  première  partie  du  problème  par  la  construction  donnée  à  l'ar- 
ticle 272.  Ainsi  la  différence  de  niveau  des  points  A  et  B  étante"',  90,  et  le  planX 
devant  avoir  une  pente  de  ^,  la  distance  du  point  B  à  l'horizontale  du  point  A 
est,  sur  la  figure,  o'",()o  x  G  ou  5"",  4o.  Nous  obtenons  donc  l'horizontale  de  la 
cote  24™, 90  en  menant  du  point  A  une  tangente  à  un  cercle  décrit  du  point  B 
comme  centre,  et  avec  un  rayon  de  5'", 40.  Nous  avons  tracé  les  lignes  de  niveau 
du  plan  X  qui  ont  des  cotes  entières,  et  celles  qui  correspondent  à  des  cotes 
fractionnaires  de  25  centimètres  en  aS  centimî'tres. 
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On  détermine  le  plan  Y  par  une  construction  analogue. 

Le  plan  a-  doit  être  limité  à  son  intersection  avec  un  plan  horizontal  situé 
à  3'",5o  au-dessous  du  point  B,  et  par  conséquent  à  la  cote  22'", 3o.  Comme  d'ail- 
leurs ce  plan  est  incliné  à  i  de  base  pour  i  de  hauteur,  son  horizontale  de  la 
cote  22'", 3o  passe  à  i"',-]o  et  2'", 45  des  points /j  elq,  qui  sont  respectivement 
aux  cotes  24™  et  24",  "S.  Cette  horizontale  est  donc  facile  à  tracer  comme  tan- 
gente commune  de  deux  arcs  de  cercle.  En  menant  par  les  points />,  r,  s,q  des 
parallèles  à  cette  droite,  on  obtient  des  horizontales  du  plan. 

On  opère  de  la  même  manière  pour  le  plar^  j. 

Les  points  D  etE  doivent  avoir  la  même  cote,  et  comme  les  plans  X  et  Y  ont 
des  pentes  égales,  il  s'ensuit  que,  sur  la  figure,  ces  points  doivent  être  à  la  même 
distance  des  horizontales  correspondantes,  par  exemple  de  celles  qui  sont  à  la 
cote  25.  On  prend  le  point  D  arbitrairement;  le  point  E  est  ensuite  facile  à  déter- 
miner. Traçant  les  droites  BD,  BE,  FD,  FE  et  DE,  on  a  deux  surfaces  planes 
triangulaires  BED,  FED,  sur  lesquelles  on  obtient  aisément  des  lignes  de 
niveau. 

Pour  limiter  la  figure,  nous  avons  supposé  que  les  plans  X  et  x  étaient  arrê- 
tés à  un  plan  vertical  ii'  perpendiculaire  à  ceux  qui  projettent  les  droites  AB 
et  G;  l'intersection  des  plans  X  etcc  par  ce  plan  a  été  rabattue.  Une  disposition 
analogue  a  été  adoptée  pour  les  plans  Y  et  j-. 

285.  Deuxième  EXERCICE.  —  Une  plaie-forme  honz-ontale  et  rectangulaire  ABCD 
(Jîg.  i58)  est  élevée  Jusqu'à  une  cote  donnée  S"^, 35,  au-dessus  d'un  terrain  uni  dont 
on  connaît  l' échelle  de  pente  P.  Elle  se  relie  à  ce  terrain  par  des  talus  plans  ;  ceux  qui 
correspondent  aux  côtés  AB  et  CD  sont  inclinés  à  1  de  hauteur  pour  2  de  base,  et  les 
autres  à  1  de  hauteur  pour  3  de  base.  On  demande  de  représenter  les  intersections 
des  talus  entre  eux  et  avec  les  surfaces  du  sol,  et  de  tracer  sur  eux  les  lignes  brisées 
qui  prolongent  les  horizontales  cotées  du  plan. 

Les  droites  AB  et  CD  sont  des  horizontales  des  plans  des  talus  correspondants. 
La  pente  de  ces  talus  étant  l;,  l'intervalle  est  2°',  et  {'intervalle  réduit  pour  des  hori- 
zontales échelonnées  de  o™,  2 5  en  o"",  25  est  o"",  5o.  Il  est  donc  facile  de  tracer  les 
échelles  de  pente  pour  ces  deux  talus;  on  opère  de  la  même  manière  pour  les 
autres,  en  observant  que  l'intervalle  est  seulement  i'",5o. 

Les  points  de  rencontre  des  horizontales  de  même  cote,  des  talus  et  de  la  sur- 
face du  sol,  et  de  deux  talus  contigus  font  connaître  les  droites  d'intersection 
cherchées. 

284.  Troisième  exercice.  —  Une  plate-forme  horizontale  et  rectangulaire  ABCD 
{/ig-  i56)  est  placée  à  une  cote  donnée  i']™,5o,  partie  en  remblai  et  partie  en  déblai. 
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sur  un  terrain  uni  dont  l'échelle  de  pente  est  donnée.  Les  talus  de  déblai  sont  réglés  à 
I  de  base  pour  i  de  hauteur,  et  ceux  de  remblai  à  3  de  base  pour  i  de  hauteur. 

Une  rampe  de  3"*  de  largeur,  inclinée  à  5  de  base  pour  i  de  hauteur,  s'étend  du 
milieu  du  côté  qui  est  en  remblai,  jusqu'au  terrain  naturel. 

On  demande  de  représenter  les  talus  de  la  plate-forme  et  la  rampe. 

Les  remblais  et  les  déblais  prennent  leur  origine  aux  points  M  et  N  où  l'hori- 
zontale du  sol,  qui  est  à  la  cote  17™,  5o,  rencontre  le  rectangle  de  la  plate-forme. 
On  peut  établir  les  échelles  de  peinte  des  talus  de  déblai  sur  les  droites  M/n,  et 
N/î,,  tracées  perpendiculairement  aux  grands  côtés  AD  etBC;  la  pente  des  talus 
étant  I,  l'intervalle  est  aussi  i  :  prenant  les  longueurs  Mm  et  Nn  égales  à  i™, 
nous  pouvons  tracer  les  droites  mm'  et  na' ,  qui  sont  les  horizontales,  à  la  cote 
i8"',5o,  des  plans  des  talus,  et  dont  les  rencontres  ni  et  n'  avec  l'horizontale  de 
même  cote  du  terrain  font  connaître  les  droites  d'intersection  Mm' et  Na*'. 

Les  trois  talus  de  déblai  ayant  la  même  pente,  leurs  intersections  \a  et  B6 
font  des  angles  égaux  avec  les  cotés  contigus  de  la  plate-forme.  Nous  les  traçons 
par  cette  seule  considération;  leurs  points  de  rencontre  a  et  b  avec  Mm'  etN«' 
déterminent  l'intersection  ah  du  troisième  talus  avec  le  terrain  naturel. 

Les  horizontales  de  la  surface  du  sol  sont  prolongées  sur  les  talus  de  déblai, 
en  ligne  brisée,  par  des  droites  parallèles  aux  côtés  du  rectangle. 

Les  talus  de  remblai,  abstraction  faite  de  la  rampe,  s'établissent  de  la  même 
manière  avec  la  différence  qui  résulte  du  changement  de  la  pente. 

Pour  la  rampe,  nous  traçons  d'abord  les  côtés  parallèles  EG  et  FH  à  la  distance 
de  3°  l'un  de  l'autre.  La  pente  devant  être  4,  l'intervalle  est  5.  Après  avoir  tracé 
les  horizontales  pour  des  cotesdeo'",5oeno'°,5o,  nous  prolongeons  deux  d'entre 
elles,  celles  qui  sont  aux  cotes  12'",  5o  et  i5'",5o,  jusqu'à  la  rencontre  des  hori- 
zontales du  terrain  qui  sont  aux  mêmes  cotes  (art.  274),  et  nous  obtenons  l'in- 
tersection hg  A\i  plan  de  la  rampe  avec  celui  de  la  surface  du  sol.  La  partie  HG 
est  seule  utile. 

On  détermine  les  plans  des  talus  de  la  rampe  par  la  construction  indiquée  h 
rarticle272.  D'après  la  pente  assignée  aux  talus  de  remblai,  l'intervalle  est  i"",  5o. 
Le  point  I  étant  à  2™  au-dessous  du  point  E,  son  horizontale,  sur  la  figure,  passe 
à  3""  de  la  projection  de  ce  point;  elle  est  donc  tangente  au  cercle  décrit  du 
point  E  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  3'".  La  rencontre  de  cette  horizontale 
et  de  celle  de  même  cote  du  terrain  donne  un  point  i  de  l'intersection.  Nous 
savons  d'ailleurs  que  cette  droite  passe  par  le  point  G.  On  opère  de  la  même  ma- 
nière pour  l'autre  talus.  Les  horizontales  du  plan  sont  prolongées  en  ligne  brisée 
sur  la  rampe  et  les  talus. 

285.  Quand  on  veut  placer  sur  un  teri'ain  incliné  un  polyèdre  dont  la  repré- 
sentation sur  un  sol  horizontal  n'ollVirait  aucune  difficulté,  on  peut  supposer  le 
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plan  qui  forme  la  surface  du  terrain  ramené  à  l'horizontalité,  y  dessiner  le  corps 
et  voir  le  déplacement  qu'il  éprouve  quand  on  rétablit  le  plan  dans  sa  position. 
Nous  allons  donner  un  exemple  de  cette  manière  d'opérer. 

Qr.VTRiÈME  EXERCICE.  —  On  demande  de  représenter  un  polyèdre  compris  entre  six 
faces  :  une  hase  rectangulaire  placée  sur  un  terrain  incliné,  une  base  supérieure, 
parallèle  à  la  première  et  rectangulaire  comme  elle,  et  quatre  trapèzes  également 
inclinés  sur  les  plans  des  bases.  On  donne  les  dimensions  des  bases,  la  distance  qui 
les  sépare  el  la  pente  du  terrain . 

Si  l'on  suppose  que  la  surface  plane  du  sol  soit  devenue  horizontale  en  tour- 
nant autour  de  l'une  de  ses  horizontales,  celle  qui  est  à  la  cote  21",  20  (/ig-  i55), 
on  pourra  tracer  la  projection  ABCDEFGH  du  polyèdre;  puis,  rabattant  sur  le 
plan  horizontal  de  la  même  cote  le  plan  vertical  qui  projette  l'échelle  de  pente, 
on  y  placera  la  projection  G'E'  de  la  base  supérieure  du  polyèdre. 

Nous  déterminons  la  trace  verticale  PQ  du  terrain,  quand  il  est  remis  dans  sa 
position,  en  portant  sur  le  prolongement  de  l'horizontale  du  plan  qui  est  à  la  cote 
22'",  20,  une  longueur  ^Q  égale  à  la  différence  des  cotes  des  points  q  et  R,  c'est- 
à-dire  à  un  mètre.  On  place  ensuite  sans  difficulté  la  trace  verticale  e'g'  du  plan 
de  la  base  supérieure  du  polyèdre,  on  cherche  les  points  («,  a'),  (b,  b'),  ..., 
où  les  sommets  (A,  A'),  (B,  B'),  ...  sont  transportés  dans  le  relèvement. 

Si  une  arête  telle  que  ad  avait  été  donnée,  on  l'eût  ramenée  en  AD  sur  le  plan 
horizontal,  et  l'on  eût  appuyé  sur  cette  droite  la  première  projection  du  polyèdre. 

Pour  tracer  les  lignes  de  niveau  sur  les  divers  plans,  nous  déterminons  le 
point  (m,  m')  qui  sur  l'arête  (cg,  c'g')  est  à  la  cote  21™, 60,  et  nous  le  joignons 
au  point  r.  Les  autres  horizontales  du  même  talus  sont  ensuite  faciles  à  tracer. 
Nous  avons  obtenu  celles  du  talus  opposé  en  déterminant  le  point  (n,  n'),  qui 
est  à  la  cote  21™,  80. 


CHAPITRE  II. 

CONES     ET    CYLINDRES. 

Notions  générales. 

286.  Après  les  explications  que  nous  venons  de  donner,  il  serait  très  facile 
de  résoudre  par  la  méthode  des  projections  cotées  tous  les  problèmes  que  nous 
avons  traités  dans  le  Livre  IL  Nous  allons  examiner  celui  du  plan  tangent  à  un 
cône  par  un  point  extérieur. 

1.  —  De  l\  Gourserie.  —  Descriptive.  I" 
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Le  côno  que  nous  considérons  est  donné  par  son  sommet*  {fig-  '^9),  et  sa 
trace  sur  le  plan  horizontal  dont  la  cote  est  iS^.Go.  Le  point  donné  est  a.  La 
ponctuation  monti'e  que  le  sommet  du  cône  est  plus  élevé  que  la  base,  et  par 
suite,  eu  égard  aux  grandeurs  relatives  des  cotes,  que  le  plan  de  comparaison 
est  inférieur. 

Nous  déterminons  sur  la  droites*  le  point  g-  qui  est  à  la  cote  1 3"",  Go  du  plan  de 
la  base  du  cône.  Chacune  des  tangentes  gv  et  ga  est  la  trace  d'un  plan  tangent 
sur  le  plan  horizontal  iS^.Go.  Nous  plaçons  les  échelles  de  pente  P  et  Q  perpen- 
diculaires à  ces  droites,  et  nous  y  rapportons  par  des  horizontales  la  graduation 
de  la  droite  as. 

287.  Les  tracés  ne  sont  pas  beaucoup  plus  difficiles  quand  la  base  du  cône  est 
sur  un  plan  incliné  V\.{fig.  160). 

La  droite  qui  passe  par  le  sommet  s  et  le  point  donné  a  rencontre  le  plan  R  en 
un  point  g  que  nous  déterminons  en  rabattant  le  plan  vertical  sa  sur  le  plan 
horizontal  qui  est  à  la  cote  8  :  la  droite  et  la  trace  du  plan  prennent  les  posi- 
tions AS  eimb;  leur  point  de  rencontre  G  se  projette  en  g.  Il  n'y  a  plus  qu'à 
mener  de  ce  point  des  tangentes  gii  et  j^t  à  la  trace  du  cône,  et  à  faire  passer  des 
plans  par  ces  droites  et  par  as. 

Exercice. 

288.  Un  cône  d' résolution  tronqué  dont  l'axe  est  v<erlical  s'élève  au-dessus  d'un 
terrain  plan  et  incliné,  el  y  porte  ombre.  On  demande  de  construire  son  intersection 
par  le  plan,  les  lignes  de  l'ombrr  propre  el  celles  de  l'ombir  portée. 

Le  cône  est  donné  par  son  sommet  S  {fig.  i  J7)  et  le  cercle  CD  qui  forme  sa 
base  supérieure.  On  peut  par  conséquent  tracer  une  génératrice,  la  graduer,  et 
décrire  les  divers  parallèles  qui  sont  anx  cotes  des  horizontales  du  plan  repré- 
sentées sur  la  figure.  La  courfee  d'intersection  du  tronc  de  cône  avec  le  terrain  est 
donnée  par  le  lieu  des  points,  tels  que  M,  où  les  cercles  rencontrent  les  horizon- 
tales de  même  cote  du  plan. 

La  tangente  de  la  courbe  en  un  point  M  passe  par  le  point  T,  où  se  rencontrent 
les  traces  du  plan  tangent  au  cône  et  du  plan  du  sol,  sur  le  plan  horizontal  qui 
est  à  la  cote  aS'". 

La  courbe  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  perpendiculaire  anx  horizon- 
tales du  terrain,  et  dont  le  point  S  est  un  des  foyers  (art.  166). 

289.  Les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  :  la  droite  graduée  SK  donne  leur 
direction. 

Du  point  G,  situé  sur  cette  droite  à  la  cote  25'",  nous  menons  des  tangentes 
au  cercle  de  même  cote;  ce  sont  des  horizontales  des  plans  tangents  au  cône  et 
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parallèles  aux  rayons  de  lumière.  Les  points  de  contact  A  elB  appartiennent  aux 
génératrices  qui  séparent  la  partie  éclairée  de  la  partie  obscure. 

La  trace  Ecd'un  plan  tangent,  sur  la  surface  du  sol,  est  donnée  par  les  points 
g  et  A  où  se  rencontrent  deux  horizontales  de  même  cote  de  ces  plans  (art.  274). 
La  trace  de  l'autre  plan  tangent  est  obtenue  de  la  même  manière  par  les  points 
h'  et  i.  Les  droites  gh  et  h'i  se  rencontrent  sur  SG  en  un  point  K,  ombre  du  som- 
met S  du  cône. 

Le  rayon  de  lumière  Ce  est  dans  le  plan  d'ombre  de  la  génératrice  CE  et  coupe 
en  V  l'horizontale  U/i  qui  est  à  la  cote  24.  Si  nous  portons  sur  une  génératrice 
quelconque  N«  du  cylindre  d'ombre  une  longueur  Nt'  égale  à  CV,  nous  aurons 
le  point  où  elle  perce  le  plan  horizontal  dont  la  cote  est  24.  Comme  d'ailleurs 
l'intervalle  est  égal  à  GH  pour  tous  les  rayons  de  lumière,  nous  obtenons  facile- 
ment le  point  de  Nt'  qui  est  à  la  cote  2.3.  La  détermination  du  point  d'ombre  n 
sur  le  sol  se  fait  ensuite  par  la  construction  expliquée  à  l'article  275. 

Si  l'on  veut  avoir  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  rd,  on  cherchera  les 
ombres  de  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  CD. 
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LÏYRE  QUATRIÈME. 

PERSPECTIVES  AXONOMÉTRIQUE  ET  CAVALIÈRE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PERSPECTIVE  AXONOMÉTRIQUE. 


Figures  géométrales . 

290.  On  trouve  généralement  dans  les  édifices,  les  machines  et  les  autres 
constructions,  trois  dimensions  principales,  l'une  verticale  et  les  deux  autres 
horizontales  et  rectangulaires.  Trois  plans  parallèles  à  ces  directions  considérées 
deux  à  deux  sont  pris  habituellement  pour  plans  de  projections,  dans  la  repré- 
sentation de  l'objet. 

La  projection  horizontale  a  reçu  le  nom  de  plan,  les  deux  autres  ceux  d'éléva- 
tion longitudinale  et  d'élévation  latérale.  Le  plus  souvent  on  ne  dessine  que  les 
parties  vues,  et  pour  montrer  celles  qui  sont  naturellement  cachées,  on  fait  de 
nouvelles  figures  en  supposant  que  la  partie  antérieure  de  l'objet  a  été  enlevée 
jusqu'au  plan  de  projection  transporté  parallèlement  à  lui-même,  à  une  position 
convenable.  Ces  dessins  ont  reçu  le  nom  de  coupes.  Les  coupes  faites  par  des 
plans  parallèles,  placées  les  unes  sur  les  autres,  et  réunies  à  l'élévation  corres- 
pondante, formeraient  une  projection  complète  de  l'objet. 

'291.  Les  tracés  que  nous  avons  expliqués  dans  les  Livres  I  et  II  s'appliquent 
immédiatement  aux  plans,  coupes  et  élévations,  et  permettent  de  résoudre  toutes 
les  questions  géométriques  qui  se  rapportent  à  l'objet  représenté;  mais  ce  genre 
de  dessin,  qu'aucun  autre  ne  remplace  complètement  quand  on  veut  exécuter,  a 
l'inconvénient  de  ne  pas  faire  toujours  ressortir  d'une  manière  suflisamment 
claire  les  formes  des  objets,  et  il  y  faut  renoncer  quand  on  désire  faire  promptc- 
ment  comprendre  des  dispositions  compliquées.  Le  mieux  alors  serait  peut-être 
d'employer  la  perspective  conique,  mais  elle  exige  beaucoup  de  soin  dans  les 
tracés  et  tous  les  dessinateurs  ne  la  connaissent  pas.  On  y  supplée  par  des /;<7-- 
spectives  rapides,  modes  de  représentation  qui  n'exigent  que  des  tracés  faciles;  ils 
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ne  reproduisent  pas  exactement  l'apparence  des  objets,  mais  ils  l'ont  comprendre 
l'agencement  de  leurs  diverses  parties,  et  ils  permettent,  dans  bien  des  cas,  de 
restituer  lesy?i^Mrei-  gcomélrales  :  c'est  ainsi  qu'on  appelle  le  plan,  les  élévations 
et  les  coupes. 


Notions  générales  sur  la  perspective  uxononiétrique. 

292.  La  perspective  axonométrique  est  une  projection  orthogonale  faite  sur 
un  plan  oblique  aux  directions  principales  dont  nous  avons  parlé.  On  la  dispose 
de  manière  que  les  droites  verticales  dans  l'espace  soient  représentées  par  des 
droites  verticales  sur  la  figure. 

Pour  faire  une  perspective  axonométrique  d'un  objet  dont  on  a  les  figures 
géométrales,  on  choisit  trois  axes  respectivement  parallèles  aux  trois  directions 
principales,  on  se  donne  leurs  projections  Sj:,  Sj  et  S:  {fig-  lyS),  et  on  déter- 
mine les  angles  a,  è  et  c  qu'ils  forment  avec  le  plan  de  la  figure  (art.  82). 

Les  coordonnées  de  chacun  des  points  que  l'on  veut  représenter  peuvent  être 
aisément  déterminées  sur  les  figures  géométrales;  la  direction  des  projections 
des  droites  principales  est  connue,  et  il  est  facile  d'obtenir  leur  grandeur  réduite 
d'après  leur  inclinaison.  La  construction  d'une  perspective  axonométrique  se 
réduit  ainsi  à  des  opérations  très  simples. 

295.  Pour  opérer  d'après  des  données  numériques,  il  faut  avoir  des  échelles. 
On  établit  d'abord  et  arbitrairement  l'échelle  des  vraies  grandeurs  :  elle  sert  à 
déterminer  le  rayon  d'un  cercle  qui  représente  une  sphère,  l'écartementde  deux 
droites  qui  forment  le  contour  apparent  d'un  cylindre  de  révolution,  le  grand 
axe  d'une  ellipse  perspective  d'un  cercle,  et  en  un  mot  toutes  les  longueurs  qui 
ne  sont  pas  réduites  par  la  projection. 

On  prend  ensuite  sur  les  droites  A, S',  B', S'  et  G'S'  {fig.  lyS)  des  segments 
A',  M',  B,  N'  et  C'P'  égaux  h  l'unité,  et,  les  projetant  sur  XY,  on  a  la  grandeur 
réduite  de  l'unité  sur  les  projections  des  trois  axes,  ce  qui  permet  d'établir  des 
échelles  pour  les  longueurs  qui  leur  sont  respectivement  parallèles. 

Quand  les  directions  des  axes  sont  données  sur  la  figure,  l'une  quelconque 
des  échelles  détermine  les  trois  autres.  On  peut  ainsi  choisir  arbitrairement  la 
longueur  qui  doit  représenter  l'unité  dans  la  direction  de  l'un  des  axes;  on  en 
déduit  la  longueur  de  l'unité  d'abord  dans  l'espace,  car  il  faut  supposer  qu'on  a 
modifié  la  grandeur  des  objets  avant  de  les  projeter,  et  ensuite  sur  le  plan  de 
projection,  dans  la  direction  de  chacun  des  deux  autres  axes. 

Ainsi,  si  l'on  veut  qu'un  mètre  sur  l'axe  dont  la  projection  est  Sj  soit  repré- 
senté par  une  longueur  B',  N,  on  tracera  la  droite  NN'  perpendiculaire  à  XY,  et 
l'on  déterminera  ainsi  la  grandeur  B',N'  que  doit  avoir  une  longueur  égale  à  i™ 
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sur  l'objet  dans  l'espace.  Prenant  ensuite  des  segments  A',  M' et  C'P' égaux  à  B',  N', 
on  trouvera  que  les  longueurs  qui  doivent  correspondre  à  i'"  sur  les  axes  Aa- 
et  As  sont  a;  M  et  C'P. 

294.  Quelquefois  on  se  donne,  non  la  direction  des  axes  sur  la  figure,  mais 
les  grandeurs  qui  doivent  représenter  l'unité  dans  la  direction  de  chacun  d'eux. 

Appelons  m,  n  etp  ces  longueurs,  a,  b  etc  les  angles  des  axes  avec  le  plan  de 
projection,  et  k  la  grandeur  de  l'unité  dans  l'espace,  c'est-à-dire  la  longueur  qui, 
portée  sur  l'un  ou  l'autre  des  trois  axes,  est  réduite  parla  projection  à  m,  n  ou  p. 
Nous  avons 

Acosa^ni,         /,co&lj  =  ri,         /.•cosc=/>. 

Les  trois  axes  étant  rectangulaires,  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles 
qu'ils  font  avec  une  droite  quelconque  telle  que  (S,  *S')  (/ig-  lyS)  est  égale  à  i, 
et  par  suite  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  complémentaires  a,  b 
et  c  qu'ils  font  avec  le  plan  do  projection  est  égale  à  2  : 

cos-a  +  cos'-b  -+■  cos'-c  ^  2; 
donc 

1  k'- ^^  m^ -^  n- -\- p^ . 

««,/<  et/>  étant  connus,  on  obtient/par  une  construction  très  simple(/?^.  174). 
et  l'on  a  l'échelle  des  vraies  grandeurs;  on  détermine  ensuite  les  angles  a,  b  et  c 
par  des  triangles  rectangles,  tels  que  iMM'A',,  NN'B',,  PP'C. 

Les  inclinaisons  des  trois  axes  étant  déterminées,  il  est  facile  d'obtenir  les 
angles  que  comprennent  leurs  projections  en  établissant  la  /z^''.  170  par  une  con- 
struction en  ordre  inverse  de  celle  que  nous  avons  donnée  à  l'article  82.  On  trace 
une  droite  XY  dans  la  direction  que  l'on  veut  donner  aux  verticales,  on  élève  une 
perpendiculaire  .$S'  d'une  grandeur  arbitraire,  on  trace  par  le  point  S'  les 
droites  S'A',,  S'B',  et  S'C  qui  rencontrent  XY  sous  les  angles  o,  b  et  c,  puis  la 
droite  SV/',  perpendiculaire  à  S'C  On  place  le  point  S  sur  le  prolongement  de  la 
droite  S'.y.  Le  reste  de  la  construction  n'a  pas  besoin  d'explication. 

295.  En  faisant  disparaître  k  de  la  valeur  de  cose/,  on  obtient 


Pour  que  l'angle  a  soit  réel,  il  faut  que  rir  soit  plus  pt^tit  que  tr  +/'".  Si  cette 
condition  n'était  pas  satisfaite,  le  triangle  rectangle  qui  fait  connaitre  l'angle  a 
ne  pourrait  pas  être  construit,  car  l'hypoténuse  â:  serait  plus  petite  que  le  côté/». 
On  ne  trouve  un  système  de  trois  inclinaisons  réelles  que  quand  chacune  des  quan- 
tités /;/*,  n'^  et//-  est  plus  petite  (|ne  la  somme  des  deux  autres. 
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La  constiiiction  conduit  à  la  même  conséquence.  Pour  que  les  axes  liorizontaux 
aient  des  projections  réelles  S.r  et  Sv,  il  faut  que  les  arcs  décrits  du  point  S 
comme  centre  avec  des  rayons  égaux  à  SA,  et  SB,  rencontrent  la  droite  dd ,  et 
par  suite  que  l'on  ait 

SA,>S</,    SB,>S«!. 

On  obtient  immédiatement 

SA,  =  sS'cota,     SB|  =  iS'col6,     Srf=  .îS' lange. 

A  l'aide  de  ces  valeurs,  et  en  éliminant  a,  h  et  c  par  les  équations  de 
l'article  294,  on  reconnaît  que  les  inégalités  conduisent  à  la  condition  que  nous 
avons  déjà  trouvée. 

Nous  allons  maintenant  présenter  quelques  exercices. 


Assemblage.'!  de  charpente. 

296.  Les  figures  géométrales  164  et  i65  représentent  une  pièce  de  bois  hori- 
zontale B  assemblée  à  tenon  et  mortaise  dans  une  pièce  verticale  A.  Les  fig.  166 
et  167  sont  des  perspectives  axonométriques  de  ces  pièces  séparées. 

Par  un  point  i'  (Jig-  166),  nous  menons  deux  droites  i'.2'  et  \'.']'  respective- 
ment parallèles  à  Sa?  et  Sr  {fîg-  '75),  et  nous  portons  sur  ces  droites  les 
longueurs  1.2  et  1.7  (fig.  164).  après  les  avoir  réduites  par  la  projection  sous 
les  angles  a  et  b  {fig.  173).  En  achevant  le  parallélogramme  i'.2'.8'.7',  nous 
avons  une  section  droite  de  la  pièce  A,  et  par  les  sommets  i',  2',  8'  et  7'  nous 
traçons  les  arêtes  dans  une  direction  parallèle  à  Sz(fig.  l'jB). 

La  longueur  l'.i"  de  h  fig.  i65  est  réduite  par  la  projection  sous  l'angle  c,  et 
portée  sur  la^^.  166. 

On  continue  les  opérations  de  la  même  manière;  il  n'y  a  aucune  dilficulté, 
parce  que  chacune  des  droites  est  dans  l'une  des  directions  principales. 

297.  On  propose  d'établir  la  perspective  axonométrique  delà  pièce  entaillée 
pour  un  assemblage  à  mi-bois  avec  embrévement,  qui  est  représentée  sur  les  figures 
géométrales  170  et  171. 

Sur  une  droite  i'.'-/  {fig.  172)  parallèle  à  l'axe  Sr(fig.  ijS),  nous  portons 
les  longueurs  1.9,  1.8  et  1.7  prises  sur  i^fig-  170  et  réduites  convenablement, 
c'est-à-dire  par  une  projection  sous  l'inclinaison  b.  Nous  traçons  parallèlement 
à  Sx{fig.  175)  les  grandes  arêtes  qui  passent  par  les  points  i'  et  7',  et  les  coor- 
données qui  aboutissent  aux  points  9'  et  8'.  Nous  plaçons  sur  ces  droites  les 
longueurs  des  droites  i.3,  9.2,  8.5,  7.6  et  7.4.  réduites  par  une  projection  sous 
l'inclinaison  a,  et  nous  établissons  les  lignes  brisées  i'.5'.6'  et  3'. 2'. 4'-  ï'  n'y  a 
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plus  qu'à  tracer  des  verticales,  et  à  les  prendre  égales,  les  unes  à  l'épaisseur 
totale  de  la  pièce  convenablement  réduite,  les  autres  à  sa  moitié. 

Suivant  un  usage  généralement  adopté,  nous  avons  tracé  des  hachures  sur 
toutes  les  sections  qui,  dans  une  pièce,  ne  sont  pas  parallèles  à  ses  grandes 
arêtes. 

297  a.  \.^%  fig.  iG6  et  iG8  d'une  part,  172  de  l'autre,  indiquent  beaucoup 
mieux  la  forme  des  pièces  que  les  figures  géométrales  correspondantes. 

Lorsque  l'on  a  l'habitude  de  ce  genre  de  perspective,  on  détermine  prompte- 
ment,  dans  chaque  cas,  des  directions  convenables  pour  les  axes,  de  manière 
que  la  forme  de  l'objet  soit  nettement  accusée. 


Niclic  splicriquv.  {PI.  ALIX.) 

298.  Nous  allons  nous  proposer  d'établir  directement  la  perspective  axono- 
métrique  d'une  niche  sphérique. 

Nous  nous  donnons  les  directions  Sa-,  Sv  et  Si  des  projections  des  axes 
{fig.  161);  nous  déterminons  leurs  inclinaisons  S'A', X,  S'B',X  et  S'C'X  sur  le 
plan  de  la  figure:  puis  nous  projetons,  sous  chacun  de  ces  angles,  la  longueur 
qui  doit  représenter  i"'  dans  l'espace.  Enfin,  divisant  cette  longueur  et  ses  pro- 
jections A',  M, B',N  et  C'P,  nous  avons  l'échelle  des  vraies  grandeurs  et  les  trois 
échelles  réduites  qui  correspondent  aux  trois  axes. 

Le  plan  z^x  est  parallèle  au  plan  de  tète  (')  de  la  niche. 

299.  La  droite  ab  {fig.  162)  parallèle  à  ?)X  est  un  diamètre  de  l'ellipse  dont 
la  moitié  supérieure  représente  le  demi-cercle  de  tête.  Sa  longueur  est  égale  à  la 
largeur  de  la  niche  que  nous  supposons  de  i",  mesurée  à  l'échelle  S.r.  Le  centre 
de  la  sphère  est  au  point  milieu  C. 

Le  plan  de  tête  étant  parallèle  aux  deux  axes  Sa-  et  Sr,  les  droites  de  ce  plan 
qui,  telles  que  CA,  sont  parallèles  au  plan  de  projection,  se  trouvent  perpendi- 
culaires à  Sj(art.  82).  Nous  pouvons  par  cette  condition  tracer  la  droite  CV,  sur 
laquelle  est  le  diamètre  dont  la  projection  ne  réduit  pas  la  longueur,  c'est-à-dire 
le  grand  axe  de  l'ellipse.  Nous  obtenons  le  sommet  c  en  prenant  sur  cette  droite 
un  segment  Cv  égal  à  une  longueur  de  o'",.5o,  mesurée  à  l'échelle  des  vraies 
grandeurs. 

Si  l'on  voulait  apporter  beaucoup  d'cxaclitude  an  dessin  pour  déterminer  le 
demi-grand  axe,  on  porterait  la  droite  CA  {fig.  i()2 )  sur  XY  {fig.  iGi),  à  partir 

O)  Le  plan  de  tête  est  le  plan  vertical  de  lii  surface  du  mur  dans  lequel  est  établie  la  niche.  Les 
as.i'usef  sont  les  zones  horizontales  do  pierres  qui  s'élèvent  jusqu'à  la  partie  sphérique.  On  appelle 
votusoirs  les  pierres  qui  forment  cctto  (lartic,  et  tronipillim  le  voussoir  central  li[eiO,  (/îg.  i63). 
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du  point  A,,  et  l'on  verrait  à  quelle  longueur  cette  projection  correspond  sur  A',  S'. 
Le  petit  axe  est  dirigé  sur  la  droite  Cv  parallèle  à  Sy;  nous  déterminons  sa 
grandeur  par  la  condition  que  l'ellipse  passe  au  point  b.  Pour  cela,  de  ce  point 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  Ç,v,  nous  décrivons  un  arc  de  cercle  qui 
coupe  en  m  le  petit  axe  prolongé,  nous  traçons  la  droite  mb,  et  le  segment  bn  est 
la  longueur  de  la  moitié  du  petit  axe.  On  voit,  en  effet,  que  si  la  droite  ryin  se 
meut  de  manière  que  ses  extrémités  m  et  n  glissent  sur  les  droites  CM  et  CN,  le 
point  b  décrira  une  ellipse  dont  les  axes  auront  la  position  et  la  grandeur  que 
nous  avons  indiquées  (art.  lo2 ). 

300.  Les  demi-ellipses  décrites  sur  les  diamètres  ab  et  AB  sont  les  projec- 
tions de  deux  demi-cercles  situés  dans  un  même  plan,  et  concentriques.  Il 
résulte  de  là  qu'elles  sont  liomolhétiques  et  que  leurs  axes  sont  dirigés  sur  les 
deux  mêmes  droites  CN  et  Cy.  En  menant  par  le  point  B  la  droite  N.M,  parallèle 
à  nm,  on  obtient  les  segments  MB  et  NB,  qui  sont  les  demi-axes  de  l'ellipse  AB. 

Pour  représenter  les  droites  de  division  des  voussoirs  sur  le  plan  de  tète,  nous 
rendons  ce  plan  parallèle  à  celui  de  la  figure  en  le  faisant  tourner  autour  de  la 
droite  CN.  Les  points  A  et  B  décrivent  des  arcs  de  cercle  dont  les  centres  sont 
sur  la  droite  indéfinie  CN,  et  qui  se  projettent  sur  des  perpendiculaires  à  cette 
droite;  le  demi-cercle  qui  a  son  centre  en  C,  et  dont  la  perspective  est  AVB, 
vient  se  projeter  en  vraie  grandeur  suivant  A,  YB,.  Nous  le  partageons  en  cinq 
parties  égales;  quand  nous  remettons  le  plan  de  tête  en  positittn,  les  points  de 
division  D,,  E,,  ...  sont  transportés  en  D,  E,  ...  par  des  perpendiculaires  à  CN. 

Les  droites  de  division  des  voussoirs  convergent  vers  le  centre  C. 

301.  Par  les  points  a,  b,  A  et  B  nous  traçons  des  droites  parallèles  à  S;,  et 
nous  portons  sur  elles  une  longueur  égale  à  la  hauteur  du  cylindre  de  la  niche 
mesurée  à  l'échelle  S  =  ;  cette  hauteur  est  supposée  de  i"',45.  Nous  partageons 
ensuite  les  droites  ap  et  bq  en  5  parties  égales,  et  par  les  points  de  division 
nous  traçons  les  lignes  d'assise  sur  le  plan  de  tête. 

Tous  les  demi-cercles  horizontaux  ont  des  projections  identiques;  nous  allons 
indiquer  le  tracé  de  celui  dont  les  extrémités  sont  aux  points  p  et  q. 

Le  demi  grand  axe  kg  est  parallèle  à  AB  {fig.  i6i),  et  égal  au  demi  grand 
axe  Cr  de  l'ellipse  que  nous  venons  de  tracer,  parce  que  les  cercles  représentés 
ont  des  rayons  égaux.  Le  demi  petit  axe  kt  peut  être  obtenu,  soit  par  le  même 
moyen  que  précédemment,  soit  en  portant  la  longueur  du  rayon  sur  la 
droite  d"è'  {fig.  i6i),  et  la  projetant  sur  XY.  Il  faut,  en  effet,  remarquer  que  le 
petit  axe  de  l'ellipse  est  la  projection  du  diamèU'e  du  cercle  qui  fait  le  plus 
grand  angle  aigu  avec  le  plan  de  la  figure. 

Nous  aurions  pu  déterminer  de  la  même  manière  le  petit  axe  de  la  demi- 
ellipse  a<.b,  en  projetant  le  grand  axe  sous  l'angle  que  fait  la  faceo^Si:  {fig.  i6i) 
avec  le  plan  de  la  figure.  Cet  angle  est  le  complément  de  SB',  X. 

1.  —  De  la  GoLRNERiE.  —  Descriptive.  '9 
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Pour  diviser  le  (](im\-cerc]e  pgf/,  nous  rendons  son  plan  parallèle  au  plan  de 
projection,  en  le  faisant  tourner  autour  du  diamètre  kg-.  Le  demi-cercle  devient 
P{g(]t\  son  point  milieu  y  se  ramène  en  y,  et  fait  trouver  les  droites  de  divi- 
sion y„Jv,,/,J,  sur  les  assises  de  rang  pair.  Nous  avons  indiqué  les  points  /  et/ 
qui  déterminent  les  droites  de  division  sur  les  assises  de  rang  impair.  Le  point  / 
correspond  au  point  /,  sur  l'ellipse  de  base,  et  donne  les  droites  l^r^,  l^r.^,  l-^i\. 
Les  droites  qui  correspondent  au  point/  sont  sur  une  partie  cachée  du  cylindre 
de  la  niche.  Nous  ne  les  avons  pas  tracées. 

502.  Il  ne  nous  reste  à  tracer  que  les  cercles  de  la  sphère;  nous  ferons 
l'explication  sur  la/or.  iG3,  mieux  disposée  pour  cela.  Elle  représente  la  même 
niche  que  la/^.  162,  et  avec  les  mêmes  échelles,  mais  les  longueurs  parallèles 
à  S/  sont  mesurées  dans  un  sens  opposé.  II  faut  supposer  que  le  sommet  S  est 
au  delà  du  plan  de  projection  qui  passe  par  les  points  A,  B  et  C,  au  second  point 
de  rencontre  de  la  verticale  jS'  avec  le  cercle  G d' . 

Nous  avons  tracé  cette  figure  pour  montrer  comment,  sans  changer  les 
échelles,  on  peut  disposer  une  perspective  axonométrique,  suivant  l'aspect  sous 
lequel  on  veut  montrer  l'objet. 

305.  La  courbe  a,i,  du  trompillon  et  la  courbe  de  tète  ab  sont  homothé- 
tiques;  leur  centre  de  similitude  se  trouve  sur  la  droite  Cy,  parallèle  à 
Sy(/ig.  161),  parce  qu'il  est  la  projection  du  sommet  du  cône  auquel  les  deux 
cercles  appartiennent  dans  l'espace  (').  Nous  déterminons  le  pointa,  en  rele- 
vant le  pointa',,  placé  dans  la  position  convenable  sur  le  cercle  rabattu /j,(/,.  La 
droite  «a,  fait  trouver  le  point  0  centre  de  similitude.  Nous  déterminons 
ensuite  facilement  les  axes  de  l'ellipse  a,b,. 

Nous  obtenons  les  lignes  de  division  des  voussoirs  en  faisant  tourner  l'arc  aa, 
autour  de  Cy.  Pour  voir  où  se  place  un  point  a„  quand  le  point  a  arrive  en  e, 
nous  traçons  la  droite  ar.C.,,  parallèle  à  aC,  et  la  droite  aa.S;  elles  deviennent 
l'une  la  droite  CyC.,,  parallèle  à  Ce,  l'autre  la  droite  eS.  Le  point  a.,  a  été  trans- 
porté à  leur  intersection  c.^. 

On  peut  encore  remarquer  que  les  droites  ae  et  a..e.,,  cordes  des  arcs  décrits, 
sont  parallèles  dans  l'espace,  et  par  suite  en  projection. 

Au  point  e,  la  tangente  à  l'ellipse  ee.,e,  est  parallèle  ;i  CO,  parce  ([u'elle  est 
perpendiculaire  au  plan  de  tête.  Les  droites  Ce  et  Cj\  sont  donc  deux  demi- 
diamètres  conjugués  :  on  peut  se  servir  de  cette  propriété  pour  tracer  l'ellipse. 

Un  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre,  avec  d'  pour  rayon,  serait  le  con- 
tour apparent  de  la  sphère,  si  elle  était  en  relief;  cette  courbe  se  raccorde  tan- 
gcntiellement  en  h'  avec   la  verticale  ///;',   qui   serait  le  contour  apparent  du 


(')  11  existe  deux  cônes  différents  sur  lesquels  les  deux  cercles  se  trouvent  :  leurs  sommets  cor- 
res|)ondeiU  aux  deux  centres  de  siniilitudo  ([ui  existent  ciUro  les  ellipses. 
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cylindro.    Los  parties  cachées  des  lignes  d'assise  touchent  hi   droite  ////    on 
l'arc  h'v. 

504.  Nous  aurions  pu  employer  des  échelles  pour  construire  les  figures 
axonométriques  i66  et  1G7;  mais  il  aurait  fallu  mesurer  d'ahord,  îi  l'échelle 
de  la  PL  L,  les  longueurs  relevées  parallèlement  aux  directions  principales 
sur  les  figures  géométrales  164  et  i65.  Toute  longueur  portée  sur  une  figure 
axonométrique  aurait  ainsi  exigé  l'emploi  successif  de  deux  échelles.  Cette 
manière  d'opérer  ne  peut  pas  donner  une  grande  précision.  En  général,  il  est 
convenahle  de  ne  se  servir  des  échelles  que  quand  on  construit  une  perspec- 
tive d'après  des  données  numériques. 

Be.ttitiitioii  (les  figures  géométrales  des  objets  représentés 
par  une  perspective  axonométrique . 

503.  Une  perspective  axonométrique,  étant  une  projection  sur  un  plan,  ne 
suffît  pas  pour  définir  complètement  les  objets;  mais  on  peut  souvent  faire  dis-, 
paraître  l'indétermination  par  les  données  que  l'on  a  sur  leur  forme. 

Si  nous  savons  que  les  pièces  de  bois  représentées  sur  Xe&Jig.  16G  et  167  ont 
leurs  faces  rectangulaires,  et  qu'elles  se  rencontrent  elles-mêmes  à  angle  droit, 
les  droites  l'a',  3'5'et  i'i"nous  donneront  immédiatement  la  direction  des  axes 
principaux,  et  nous  en  conclurons  leur  obliquité  sur  le  plan  de  projection 
(art.  82).  Faisant  ensuite  les  constructions  que  nous  avons  expliquées,  mais  en 
ordre  inverse,  nous  établirons  les  figures  géométrales,  et  nous  déterminerons 
leur  échelle  si  nous  connaissons  l'une  des  échelles  de  la  perspective. 

Surlayzg-.  172,  rien  n'indique  la  direction  de  l'axe  Sy;  par  conséquent,  si  cette 
direction  n'est  pas  donnée,  la  restitution  sera  impossible. 

Quant  à  la  niche,  comme  on  a  tout  lieu  de  la  regarder  comme  formée  d'un 
demi-cylindre  et  d'un  quart  de  sphère,  sa  perspective  axonométrique  la  détermine 
complètement. 

Perspective  monodimétrique. 

506.  La  perspective  axonométrique  est  anisoit^étrique  (^n^nà  les  trois  axes  ont 
des  inclinaisons  inégales  sur  le  plan  de  projection.  On  la  dit  monodimétrique 
quand  deux  des  axes  ont  des  inclinaisons  égales;  le  troisième  fait  alors  en  pro- 
jection des  angles  égaux  avec  les  deux  autres,  et  deux  des  quatre  échelles  devien- 
nent identiques.  Ces  circonstances  apportent  quelques  simplifications. 

Les  axes  également  inclinés  peuvent  être  l'un  vertical  et  l'autre  horizontal,  ou 
tous  les  deux  horizontaux.  De  là  résultent  deux  dispositions  dilTérentes  en  appa- 
rence pour  la  perspective  monodimétrique. 
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Les  figures  géométrales  sont  des  perspectives  nionodimétriques,  dans  les- 
quelles les  angles  égaux  a  et  b  ou  «  et  c  sont  nuls. 

Perspective  i.umictrifjiie. 

307.  La  perspective  axonométrique  devient  isométrique  quand  les  trois  direc- 
tions principales  ont  des  inclinaisons  égales  sur  le  plan  de  projection.  L'équation 
des  cosinus  donnée  à  l'article  294  devient  alors 

cosc  =  t/|>         d'où         sine  =  1/2- 

Traçons  un  triangle  rectangle  isoscèle  BAD  {fig.  176),  portons  l'hypoténuse 
BD  de  A  en  C,  et  traçons  CB  :  les  trois  côtés  du  triangle  BC.\  sont  proportion- 
nels aux  racines  carrées  des  nombres  3,  2  et  i,  et  l'angle  ACB  est  égal  à  l'angle 
que  les  trois  axes  font  avec  le  plan  de  projection. 

508.  On  appelle  droites  isométriques  celles  qui  sont  parallèles  à  l'un  quel- 
conque des  axes,  et  plans  isométriques  ceux  qui  sont  parallèles  à  deux  axes. 

Les  longueurs  des  droites  isométriques  sont  mesurées  à  une  même  échelle,  que 
l'on  appelle  échelle  isométrique.  On  la  considère  comme  l'échelle  du  dessin;  ainsi 
une  perspective  est  dite  au  centième  quand  une  longueur  d'un  mètre  parallèle  à 
l'un  des  trois  axes  est  représentée  par  une  droite  d'un  centimètre.  Il  laut  conce- 
voir qu'avant  de  projeter  l'objet,  on  altère  ses  dimensions  linéaires  dans  le  rap- 
port de  loocosc  à  i,  de  manière  que,  la  projection  réduisant  les  droites  isomé- 
triques dans  le  rapport  de  i  à  cosc,  elles  se  trouvent  en  définitive  amenées  au 
centième  de  leur  grandeur. 

D'après  cela,  une  sphère  de  i"'  de  rayon  serait  représentée,  sur  une  perspec- 
tive au  centième,  par  un  cercle  dont  le  rayon  aurait  une  longueur  donnée  par 

l'expression  —  \/--  On  mesurerait  immédiatement  ce  rayon  à  l'échelle  des 

^  100  y   2 

vraies  grandeurs  dont  nous  donnons  la  construction  à  l'article  suivant. 

50Î).  L'égalité  des  angles  a,  b,  c  {fig.  175)  entraine  celle  des  longueurs  SA, 
SB,  se,  et  par  suite  celle  des  angles  y  S:;,  z'èx,  x'èiy  :  ces  derniers  angles  sont 
donc  de  120°  (yfig-  178). 

Considérons  une  ellipse  adbc  projection  d'un  cercle  situé  dans  un  plan  iso- 
métrique parallèle  à  Sa;  et  S.s.  Les  axes  cd  et  ab  doivent  être,  l'un  parallèle, 
l'autre  perj)endiculaire  à  la  troisième  direction  isométrique  S  v  (art.  299).  Il  y 
a  deux  diamètres  isométriques /^ly  et  mn  respectivement  paiallèles  à  Sj:  et  à  S;; 
ils  sont  nécessairement  égaux  et  de  plus  conjugués  comme  projections  de  deux 
diamètres  rectanarulaires  du  cercle. 
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Nous  aurons,  on  appelant  R  lo  rayon  du  cercle, 

ab  —  iR,         pq  —  m/i  =  2^cosc,         cd  —  ^Rs'inc. 

D'après  les  valeurs  de  cosr  et  de  sine,  nous  voyons  que  le  grand  axe,  les  dia- 
mètres isométriques  et  le  petit  axe  sont  proportionnels  aux  racines  carrées  des 
nombres  3,  2  et  i.  Cette  relation  permet  de  déterminer  facilement  la  grandeur 
que  l'on  doit  donner  aux  axes  d'une  ellipse  isométrique  :  c'est  ainsi  qu'on  appelle 
une  ellipse  projection  d'un  cercle  situé  dans  un  plan  isométrique. 

Traçons  deux  droites  CF  et  CG  (Jig.  177)  respectivement  parallèles  à  CA  et  BC 
(Jig.  176),  et  établissons  l'échelle  isométrique  sur  CF  :  si  le  rayon  du  cercle  que 
nous  mettons  en  perspective  a  une  grandeur  de  i'°,5o,  nous  mesurons  cette  lon- 
gueur sur  l'échelle  CF  de  C  en  M,  et  élevant  la  perpendiculaire  MN,  les  droites  CN 
et  NM  seront  les  moitiés  du  grand  axe  et  du  petit  axe  de  l'ellipse. 

On  voit  par  les  expressions  qui  précèdent,  ou  par  la  considération  du 
triangle  CMN,  que  la  distance/f'  des  foyers  (/ig.  178)  est  égale  aux  diamètres  iso- 
métriques/««  etpq. 

En  marquant  sur  la  droite  CG  (Jig.  177)  des  points  de  division  qui  se  pro- 
jettent exactement  sur  ceux  de  CF,  nous  aurons  une  échelle  sur  laquelle  on 
pourra  mesurer  directement  la  longueur  du  grand  axe  de  l'ellipse.  Cette  échelle 
est  celle  des  vraies  grandeurs,  c'est-à-dire  des  droites  parallèles  au  plan  de  pro- 
jection. 

310.  Les  ellipses  isométriques  sont  semblables  entre  elles,  et  par  suite  on 
peut  construire  un  rapporteur  qui  permette  de  les  diviser  en  arcs  égaux,  ce  qui 
est  utile  dans  diverses  circonstances,  principalement  pour  dessiner  des  roues 
dentées  et  des  colonnes  cannelées. 

On  commence  par  tracer  sous  un  angle  de  120  degrés  les  demi-diamètres  iso- 
métriques (Jig.  179),  on  leur  donne  une  longueur  arbitraire  qui,  sur  notre 
figure,  est  de  3  centimètres,  et,  portant  cette  longueur  sur  la  droite  CF  (Jig.  177), 
on  obtient  le  demi-grand  axe  et  le  demi-petit  axe  de  l'ellipse  dont  une  moitié 
doit  former  le  rapporteur.  On  décrit  sur  le  grand  axe  un  demi-cercle,  on  le  divise 
en  parties  égales,  et,  supposant  qu'il  soit  relevé  en  tournant  autour  de  son  dia- 
mètre jusqu'à  ce  qu'il  se  projette  sur  la  demi-ellipse,  on  ramène  les  points  de 
division  sur  cette  courbe. 

On  peut  aussi  diviser  le  rapporteur  à  l'aide  d'un  quart  de  cercle  décrit  sur  le 
demi  petit  axe  comme  rayon  :  cette  méthode  donne  plus  d'exactitude  pour  les 
divisions  extrêmes. 

Lorsqu'on  emploie  le  rapporteur,  il  faut  que  le  petit  axe  de  l'ellipse  soit  paral- 
lèle à  la  projection  de  celui  des  axes  coordonnés  qui  est  perpendiculaire  au  plan 
isométrique  dans  lequel  se  trouve  le  cercle  que  l'on  considère.  Le  rapporteur, 
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dans  la  posilion  (|iril  occupe  sur  la  /'/.  Ll,  serait  hien  i»laeé  pour  un  cercle  hori- 
zontal. 

Si  nous  portons  sur  le  grand  axe  des  divisions  égales  à  celles  de  la  droite  CG 
{fie-  '^ll)^  ^^  faisant  passer  des  ellipses  homothétiques  et  concentriques  par  les 
points  déterminés,  nous  diviserons  les  droites  qui  divergent  du  centre  en  parties 
perspectives  égales;  chacune  de  ces  droites  sera  une  échelle  pour  les  droites  qui, 
dans  l'espace,  sont  parallèles  au  rayon  correspondant  du  cercle;  on  pourra  ainsi 
mesurer  directement  sur  la  perspective  la  longueur  de  toute  droite  située  dans  un 
plan  isométrique. 

Le  rapporteur  qui  est  dessiné  sur  la  PL  LI  serait  un  peu  petit.  En  donnant  à 
chaque  demi-diamëtrc  isométrique  une  longueur  de  5  centimètres,  on  a  un  instru- 
ment d'une  grandeur  convenable,  et  sur  lequel  on  peut  facilement  indiquer  les 
divisions  en  demi-degrés. 


CHAPITRE  II. 

PERSPECTIVE  CAVALIÈRE. 


Notions  générales .  —  Assemblage. 

311.  La  perspective  cavalière  est  une  projection  oblique  faite  sur  un  plan  ver- 
tical et  parallèle  à  l'une  des  deux  directions  principales  horizontales  (art.  290). 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  parler  des  projections  obliques  (').  Dans  ce 
mode  de  représentation,  les  projetantes  sont  parallèles  à  une  direction  fixe  qui 
rencontre  sous  une  inclinaison  quelconque  le  plan  de  la  figure. 

On  appelle  ligne  fuyante  la  projection  d'une  droite  perpendiculaire  h  ce  plan, 
et  rapport  de  réduction  le  rapport  des  longueurs  d'une  ligne  fuyante  et  de  la  per- 
pendiculaire qui  lui  correspond. 

Soient  T  le  plan  de  la  figure,  ou  tableau,  et  D  la  droite  à  laquelle  les  projetantes 
doivent  être  pai'allèles  (/ig-  182  a);  d'un  point  M  nous  menons  deux  droites, 
l'une  Mrt  perpendiculaire  à  T,  l'autre  Mm  parallèle  à  D  :  nm  est  une  ligne  fuyante, 

et  le  rapport  -ri)  cotangent(^  de  l'angle  (jue  la  droite  D  fait  avec  le  plan  P,  est  le 

rapport  de  réduction.  On  indique  quelquefois  la  direction  des  lignes  fuyantes 
par  une  flèche  F. 

(')  foir  les  articles  il6,  llil  el  254. 


CHAPITKE  II.  -  PERSPECTIVE  CVVALIÈHi:.  ,5l 

Le  rapport  de  réduction  est  toujours  une  fraction  simple.  On  le  prend  souvent 
égal  à  -j  ou  à  |. 

Dans  la  projection  oblique,  comme  dans  la  projection  orthogonale,  toute  U'^ne 
de  front,  c'est-à-dire  située  dans  un  plan  parallèle  à  celui  de  la  figure,  estsuper- 
posable  à  sa  projection. 

Nous  avons  établi  à  l'article  1 16  que  la  projection  d'une  tangente  à  une  courbe 
est  tangente  à  la  projection  de  la  courbe,  même  dans  le  cas  où  les  projetantes 
sont  obliques  sur  le  plan  de  la  figure. 

311  a.  Proposons-nous  de  représenter  un  cube  ayant  quatre  arêtes  verticales. 

Nous  prenons  pour  plan  de  la  figure  celui  de  la  face  antérieure  ABCD  (^g.  i8ia 
ou  i8i  b).  Nous  dirigeons  les  lignes  fuyantes  vers  la  droite  (Jig.  i8i  a)  ou  vers 
la  gauche  (fg.  i8i  b),  suivant  que  nous  voulons  montrer  l'une  ou  l'autre  des 
deux  faces  latérales.  Pour  faire  voir  la  face  inférieure,  on  dirigerait  les  lignes 
fuyantes  vers  le  bas  de  la  figure. 

Le  rapport  de  réduction  est  fixé  à  |. 

Nous  traçons  les  droites  Aa,  Bb,  ...  parallèles  à  la  droite  F  et  dans  le  sens 
indiqué  par  la  flèche.  Nous  prenons  ensuite  les  longueurs  Aa,  Bb,  . . .  é-^ales  au 
tiers  du  côté  AB  du  cube.  La  face  postérieure  est  abcd. 

Si  l'on  veut  connaître  l'angle  sous  lequel  les  projetantes  rencontrent  le  plan  de 
la  figure,  on  tracera  Bb'  perpendiculaire  à  Bb  et  égal  à  la  longueur  de  cette 
droite  dans  l'espace,  c'est-à-dire  à  trois  fois  Bb;  l'angle  cherché  est  b' bB. 

512.  Nous  allons  nous  proposer  de  mettre  en  perspective  cavalière  la  pièce  de 
bois  A,  représentée  sur  les  figures  géométrales  i64  et  i65.  Nous  prenons  le  plan 
vertical  1.7  (/ig.  164)  pour  plan  de  projection;  nous  plaçons  (y?o-.  i68)les  lio-nes 
qui  sont  sur  ce  plan  telles  qu'elles  se  trouvent  sur  l'élévation  (y?"-.  i65),  puis  par 
le  point  i'  nous  traçons  une  droite  i'.  2' dans  une  direction  arbitraire  qui  sera 
celle  des  lignes  fuyantes,  et,  supposant  que  le  rapport  de  réduction  soit  égal  à  '-, 
nous  donnons  à  cette  droite  une  longueur  i'.2'  égale  à  la  moitié  de  la  droite  1.2 
(y?g-.  164),  et  nous  la  considérons  comme  la  projection  de  la  droite  (1.2,  i') 
(Jig.  164  et  i65).  Toute  autre  droite  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  sera 
projetée  sur  une  parallèle  à  i'.2'  (/îg.  168),  et  réduite  à  la  moitié  de  la  grandeur 
qu'elle  a  dans  l'espace.  Nous  pourrons  donc  tracer  la  droite  i".2"  projection  de 
(1.2,  i").  et  achever  facilement  la  perspective. 

La  direction  des  lignes  fuyantes  doit  être  choisie  de  manière  que  l'objet  se 
présente  sous  l'aspect  où  il  est  le  plus  important  de  le  voir.  Quand  des  pièces  sont 
connexes  comme  celles  des  Jig.  168  et  169,  on  dirige  quelquefois  les  lignes 
fuyantes  de  côtés  différents  de  la  verticale,  mais  sous  des  angles  égaux  et  avec  le 
même  rapport  de  réduction;  on  peut  alors  placer  sur  des  horizontales  les  points 
correspondants  des  deux  figures,  de  manière  à  établir  entre  elles  un  certain 
accord. 
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313.  Pour  mettre  en  perspective  cavalière  la  pièce  représentée  sur  les  figures 
géométrales  170  et  171,  nous  plaçons  d'abord  {fig.  173)  celles  des  lignes  de  la 
fig.  170  qui  sont  dans  le  plan  de  front  mn  {Jig-  171)!  puis,  ayant  choisi  pour 
les  lignes  fuyantes  une  direction  arbitraire  5'. ,3",  nous  traçons  les  projections  de 
toutes  les  droites  perpendiculaii'es  au  plan  de  la  figure,  et  nous  portons  les  lon- 
gueurs relevées  sur  \'àjig.  171,  en  les  réduisant  à  moitié. 

Nous  avons  disposé  la  perspective  cavalière  de  lay/g-.  173  de  manière  à  montrer 
la  pièce  sous  un  aspect  différent  de  celui  qu'elle  a  sur  la  perspective  axonomé- 
trique  de  \Ajig-  172.  On  peut  remarquer  que  ces  dessins  font  beaucoup  mieux 
comprendre  les  formes  que  \Q?,fig.  170  et  171,  et  cependant  nous  n'avons  pas 
voulu  représenter  un  assemblage  compliqué,  et  qui  eût  exigé  des  explications 
spéciales.  Il  y  en  a,  tels  que  les  entures  à  enfourcliement,  qui  sont  presque  inin- 
telligibles quand  on  les  représente  seulement  par  des  figures  géométrales. 


Cylindre  vertical.  [PlancJic  LU,  Jii^iirc  180.) 

314.  Nous  allons  nous  proposer  de  construire  la  perspective  d'un  cercle  hori- 
zontale dont  on  connaît  le  diamètre  de  front  AB,  et  de  représenter  un  cylindre 
vertical  dont  ce  cercle  serait  la  base. 

Nous  traçons  en  vraie  grandeur  le  cercle  qu'on  veut  projeter  en  le  supposant 
ramené  de  front  par  une  rotation  autour  de  AB,  nous  choisissons  une  direction 
horizontale  ÎMN  pour  les  lignes  fuyantes,  et  nous  prenons  un  rapport  de  réduction 
qui  sera,  comme  précédemment,  celui  de  1  à  2. 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  du  cercle  soit  remis  dans  sa  position,  la  droite  AB 
sera  son  intersection  avec  le  plan  de  la  figure,  et  par  suite  tous  ses  points  seront 
leurs  propres  projections.  Le  rayon  CG  perpendiculaire  à  CA  se  projettera  sur  une 
ligne  fuyante  CM  égale  à  sa  moitié.  On  trouve  de  la  même  manière  la  projection 
d'une  ordonnée  quelconque  cg  parallèle  à  CG.  Pour  déterminer  la  longueur  cm 
on  peut  tracer  la  droite  gm  parallèle  à  GM. 

Cette  construction  fait  facilement  trouver  la  projection  m  d'un  point  quel- 
conque g  du  cercle,  et  même  la  projection  a  d'un  point  /  du  plan  du  cercle  sup- 
posé remis  dans  sa  position. 

La  courbe  M/nB  ...  est  une  ellipse.  Les  diamètres  AB  et  GC  du  cercle  étant 
rectangulaires,  leurs  projections  AB  et  MN  sont  des  diamètres  conjugués  de 
l'ellipse.  Ses  tangentes  verticales  forment  le  contour  apparent  du  cylindre.  On 
détei'mine  les  points  K  etK,  oîi  elles  coupent  la  droite  AB,  en  menant  au  cercle 
les  tangentes  IK  et  T|K,  parallèles  à  QG.  On  voit,  en  ellèt,  que  la  droite  QG  a  pour 
projection  QM,  et  que,  par  suite,  la  droite  IK  tangente  au  cercle  et  parallèle  àQG 
doit  se  projeter  sur  une  droite  tangente  à  l'ellipse  et  parallèle  à  QM. 
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Dans  la  première  partie  de  la  construction  que  nous  venons  irindiqiier,  on 
retrouve  la  méthode  que  nous  avons  exposée  à  l'arliclc  loi  pour  tracer  une 
ellipse  dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués. 

Sphère.  {Flanelle  LU,  Jli^urc  i8i.) 

513.  Une  sphère  a  pour  perspective  cavalière  une  ellipse  intersection  par  le 
plan  de  la  figure  d'un  cylindre  circonscrit  parallèle  aux  projetantes. 

Soient  AQBP  la  perspective  du  grand  cercle  de  front  de  la  sphère,  et  MN  une 
droite  passant  par  le  centre  0  et  donnant  la  direction  des  lignes  fuyantes.  Le  rap- 
port de  réduction  est  égal  à  i. 

Nous  supposons  que  la  sphère  a  glissé  dans  le  cylindre  circonscrit,  de  manière 
que  son  centre  se  trouve  en  0.  Nous  la  coupons  alors  par  un  plan  perpendiculaire 
au  tableau  et  parallèle  aux  projetantes  :  sa  trace  EG  est  une  ligne  fuyante.  L'in- 
tersection de  ce  plan  avec  la  sphère  est  un  cercle  qui  a  EG  pour  diamètre  :  nous 
pouvons  le  tracer  sur  la  figure,  en  le  rabattant  autour  de  cette  droite. 

La  direction  des  projetantes  dans  un  rabattement  autour  de  MNest  donnée  par 
l'hypoténuse  AF  du  triangle  rectangle  AOF,  dans  lequel  le  côté  OF  est  la  moitié 
du  rayon  OA.  Les  projetantes  ont  la  même  direction,  dans  le  rabattement  autour 
de  FG.  Les  deux  tangentes  I*  et  it  parallèles  à  AF  sont  deux  génératrices  du 
cylindre  circonscrit.  Leurs  rencontres  s  et  /avec  EG  donnent  deux  points  de  la 
perspective  cherchée. 

En  opérant  sur  la  droite  MON,  on  trouve  les  points  M  et  N.  La  symétrie  de  la 
figure  montre  que  les  droites  rectangulaires  MN  et  AB  sont  les  deux  axes  de 
l'ellipse. 

510.  Les  principes  de  la  Géométrie  descriptive  conduisent  à  un  moyen  facile 
de  construire  l'ellipse  par  points  sans  tracer  des  cercles  tels  que  IJ. 

Nous  prenons  un  second  plan  de  projection  perpendiculaire  au  premier,  et 
ayant  pour  trace  la  droite  MN.  Le  cercle  AQBP  peut  être  regardé  comme  la  trace 
de  la  sphère  sur  chacun  des  deux  plans  coordonnés. 

Le  cercle  de  contour  apparent  de  la  sphère  est  projeté  sur  le  second  plan,  sui- 
vant le  diamètre  PQ  perpendiculaire  à  AF.  Il  faut  chercher  la  trace,  sur  le  pre- 
mier plan,  d'un  cylindre  qui  aurait  ce  cercle  pour  directrice,  et  dont  les  généra- 
trices seraient  parallèles  à  AF. 

Un  point  quelconque  R  de  PQ  est  la  projection,  sur  le  second  plan,  de  deux 
points  de  la  directrice  du  cylindre  circonscrit.  Ils  sont  sur  le  petit  cercle  qui  a 
pour  projection  la  droite  SS,,  et,  par  conséquent,  leur  distance  au  point  R  et  au 
second  plan  est  égale  à  RS,.  On  pourrait  établir  leurs  projections  sur  le  pre- 
mier plan,  et  chercher  ensuite  les  traces  des  génératrices  correspondantes  du 
cylindre;  mais  il  estplus  simple  de  remarquer  que  la  perspective  du  point  R  est 
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sur  la  ligne  de  terre  en  /■,  et  (jue,  par  suite,  celles  des  points  considérés  doivent 
être  sur  une  perpendiculaire  srs,,  à  une  distance  do  r  égale  à  HS,.  On  obtient 
ainsi  les  points  s  et  s,. 

La  verticale  du  centre  O  perce  la  sphère  en  un  point  V  du  cercle  de  front  CVD. 
Ce  serait  le  point  de  contact  de  la  sphère  avec  un  plan  horizontal  qui  la  porterait. 
On  voit  comment  on  aurait  dn  traiter  la  question,  si  ce  |)oint  avait  été  une  des 
données  du  problème. 

316  a.  En  supposant  le  triangle  OFA  relevé,  on  voit  que  le  point  F  est  la  per- 
spective de  l'une  des  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  au  tableau.  Le 
point  F  est  donc  sur  l'ellipse  qui  est  la  perspective  du  grand  cercle  horizontal  de 
la  sphère. 

Les  deux  plans  de  front  qui  passent  respectivement  par  les  poinis  F  et  F'  de 
l'espace  y  touchent  la  sphère.  Les  courbes  d'intersection  de  ces  plans  avec  le 
cylindre  circonscrit  ont  pour  perspective  l'ellipse  MN  et  lui  sont  identiques;  les 
points  F  et  F'  coïncident  donc  avec  les  foyers  de  cette  conique  (art.  252,  6"). 

On  arrive  directement  à  ce  résultat,  en  remarquant  que  les  triangles  AOF  et 
OQN  sont  égaux,  d'oi^i  il  résulte  que  AF  est  égal  à  la  moitié  ON  du  grand  axe  de 
l'ellipse. 

Le  contour  apparent  MANB  est  doublement  tangent  aux  perspectives  de  tous  les 
cercles  tracés  sur  la  sphère,  et  notamrùent  aux  perspectives  des  différents  cercles 
de  front.  Ces  cercles  ont  pour  diamètres  les  cordes  (telles  que  HK)  qui,  dans 
l'ellipse  CFDF',  sont  parallèles  au  diamètre  CD.  On  en  conclul  que  ies  circonférences 
qui  ont  pour  diamètres  les  cordes  parallèles  d' une  ellipse  CFDF'  sont  doublement  tan- 
gentes à  une  même  ellipse  MANB,  dont  les  foyers  F  et  F'  sont  aux  extrémités  du  dia- 
mètre conjugué  avec  les  cordes  considérées. 

Si  l'on  conçoit  tous  les  cercles  doublement  tangents  à  l'ellipse  donnée  MANB,  et 
ayant  leurs  centres  sur  son  grand  axe  MN,  et  dans  chacun  d'eux  un  diamètre  paral- 
lèle à  une  direction  fixe  CD,  le  lieu  des  extrémités  H  et  K  de  ce  diamètre  sera  une 
ellipse  CFDF',  doublement  tangente  à  l'ellipse  donnée  MANB  et  passant  par  les 
foyers  F  et  F'. 

Dans  le  cas  où  les  cercles  doublement  tangents  aui'aienl  leurs  centres  sur  le 
petit  axe  de  l'ellipse,  on  trouverait  que  le  lieu  des  points  H  et  K  est  une  hyperbole. 

Chaque  cercle  a  deux  de  ses  rayons  normaux  à  l'ellipse  MAN;  on  peut  consi- 
dérer les  points  H  etK  comme  les  extrémités  de  ces  rayons,  ramenés  par  une 
rotation  autour  du  centre  u,  dans  une  direction  fixe  CD.  Si  la  droite  CD  est  per- 
pendiculaire au  grand  axe  de  l'ellipse,  on  a  le  lieu  des  extrémités  des  normales 
redressées  par  une  rotation  autour  du  point  où  elles  rencontrent  cet  axe.  Les 
foyers  de  la  première  ellipse  sont  deux  des  sommets  de  la  seconde  (  '). 


(  ')  Les  théorèmes  établis  à  rarliclc  .'il(i  «  pciivonl  .servir  i\  démontrer  l'acilemcnl  plusieurs  proposi- 
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]\iv/ic  spIxTiquc.  {Plnnclic  LII,  fis;.   iSa.) 

517.  Nous  traçons  les  lignes  situées  sur  le  plan  de  tête  que  nous  prenons 
pour  tableau;  nous  obtenons  l'ellipse  perspective  du  cercle  de  base  par  la  mé- 
thode que  nous  avons  expliquée  à  l'article  314,  puis  nous  plaçons  sur  le  cercle 
rabattu,  aux  positions  convenables,  les  points/.yet /,  qui,  projetés  obliquement 
sur  l'ellipse,  donnent  les  points/,.  /,,  /,  situés  sur  les  lignes  de  joint  ver- 
ticales. 

Les  lignes  d'assise  sur  la  partie  cylindrique  sont  des  demi-ellipses  égales 
à  pj,  q. 

La  courbe  aj)^  tlu  trompilloii  est  un  demi-cercle  de  front.  Pour  établir  sa 
perspective,  nous  plaçons  sur  le  demi-cercle  rabattu /yV/  le  point  a  à  la  position 
que  doit  avoir  l'extrémité  de  la  courbe;  nous  déterminons  sa  projection  a,  et 
nous  la  relevons  en  a^  :  le  diamètre  du  demi-cercle  est  la  droite  a,b,  parallèle 
à  ab;  son  centre  est  sur  la  droite  fuyante  Cr. 

Pour  avoir  les  lignes  d'assise  de  la  voûte  sphérique,  nous  faisons  tourner 
l'arc  aa,  autour  de  l'axe  Cr;  un  point  quelconque  a.,  décrit  un  cercle  dont  le 
centre  C^,  est  à  l'intersection  de  l'axe  Cj  avec  l'horizontale  de  front  menée 
par  «o;  comme,  d'ailleurs,  les  droites  «Cet a^C^  sont  toujours  parallèles  dans  le 
mouvement,  nous  pouvons  déterminer  les  positions  cL,  e.,,  ...  que  prend  le 
point  a.,  quand  le  point  a  arrive  aux  points  d,  e,  .... 

Les  tangentes  aux  points  «a.  d.,,  e.^,  . . .  se  coupent  en  un  point  de  la  droite  Cj; 
aux  points  a,  d,  e,  ...  les  tangentes  sont  parallèles  à  cette  droite,  car  dans  l'es- 
pace elles  sont  perpendiculaires  aux  plans  de  front.  Il  résulte  de  là  que,  dans  les 
différentes  eljipses,  le  diamètre  Cj\  est  conjugué  des  diamètres  Ca,  Cd, 

318.  La  construction  que  nous  avons  donnée  à  l'article  514,  pour  tracer  la 
perspective  d'un  cercle,  n'est  pas  spéciale  au  cas  où  le  plan  de  cette  courbe  est 
horizontal  :  on  peut  l'employer  toutes  les  fois  que  le  diamètre  de  front  est 
connu,  et,  par  conséquent,  pour  les  cercles  auxquels  appartiennent  les  lignes 
d'assise  de  la  partie  sphérique,  car  leurs  diamètres  de  front  sont  situés  sur  le 
plan  de  tête  et  immédiatement  donnés.  La  méthode  que  nous  venons  d'employer 
est  plus  simple,  parce  qu'elle  permet  de  déterminer  simultanément  des  points  rtj, 
d.,,  e.,,  ...  sur  les  différents  arcs,  mais  elle  exige  que  l'on  ait  d'abord  construit 
la  perspective  aa,  h,  h  de  l'un  des  cercles. 

La  ligne  d'assise  c^'^Gf  touche  en  z  l'ellipse  qui  formerait  le  contour  apparent 


lions  relatives  aux  surfaces  d'égale  pente  {i"  Partie,  art.  348-350).  Nous  avons  suivi  clans  celle  addi- 
tion les  feuilles  du  Cour.';  professé  à  l'École  Polytechnique  par  M.  Mannlieim. 
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fie  la  sphère  si  elle  était  en  relief.  Nous  avons  vu  à  l'article  515  comment  on 
peut  déterminer  cette  courbe. 


()l).scn'ati()ns  i^ciiéralcs  sur  les  pei:spc(tivrs  rapides. 

519.  Les  perspectives  rapides  sont  fort  utiles  dans  le  dessin  industriel;  on 
les  rencontre  souvent  dans  les  ouvrages  consacrés  à  la  jMécaniquc  et  à  l'Archi- 
tccture;  il  faut  se  familiariser  avec  elles,  et  savoir  qu'elles  ne  donnent  pas  de 
simples  images,  mais  des  figures  géométriques  d'où  l'on  peut  très  souvent 
restituer  le  plan  et  l'élévation  des  objets. 

La  perspective  anisométriquc  présente  cet  avantage,  que  l'on  peut  cboisir  la 
direction  des  axes,  de  manière  à  montrer  l'objet  sous  l'aspect  que  l'on  veul.  La 
perspective  isométrique  est  d'un  usage  plus  facile.  Dans  ces  modes  de  dessin, 
le  plan  de  projection  n'est  pas  vertical,  et  comme  involontairement  on  se  le 
figure  tel,  il  en  résulte  que  l'on  a  quelque  peine  à  bien  voir  les  corps  repré- 
sentés tels  qu'ils  sont  dans  l'espace.  La  perspective  cavalière  est  préférable  sons 
ce  rapport.  Si  l'on  conservait  aux  lignes  fuyantes  leur  grandeur,  les  droites  diri- 
gées dans  les  trois  directions  principales  pourraient  être  mesurées  à  la  même 
échelle,  comme  dans  la  perspective  isométrique,  mais  une  certaine  réduction 
augmente  l'efTet  pittoresque  sans  nuire  beaucoup  à  la  facilité  des  opérations. 

Quand  on  dessine  des  cristaux  ou  d'autres  corps  qui  n'ont  pas  de  position 
déterminée  dans  l'espace,  et  que  l'on  étudie  pour  leurs  formes  géométriques,  il 
convient  de  choisir  une  projection  orthogonale,  et  la  perspective  monodimé- 
trique  doit  quelquefois  être  préférée,  parce  qu'on  peut  la  disposer  de  manière  à 
éviter  des  superpositions  et  des  coïncidences  qui  se  produisent  dans  la  perspec- 
tive isométrique,  lorsque  les  corps  présentent  une  certaine  symétrie. 

La  perspective  cavalière  est  très  convenable  pour  les  figures  qui  servent  à 
l'explication  des  théorèmes  de  la  Géométrie  de  l'espace.  Lcsy?^.  .'),  6,  7,  ii  et 
toutes  les  autres  du  même  genre,  ainsi  que  les  figures  des  PL  LUI,  UV,  et  les 
figures  A  et  g-  de  la  PL  LV,  sont  des  perspectives  cavalières.  Nous  les  avions  d'a- 
bord établies,  en  réduisant  les  lignes  fuyantes  dans  le  rapport  uniforme  de  1 
à  I,  mais  certains  angles  droits  devenaient  très  obtus,  ce  qui  pouvait  embarrasser 
des  lecteurs  non  encore  habitués  à  ce  genre  de  représentation.  En  conséquence, 
nous  avons  adopté  dans  chaque  cas  un  rapport  de  réduction  lel  (|ue  la  figure 
prit  un  aspect  qui  nous  partit  satisfaisant. 

Dans  les  perspectives  rapides,  les  parallèles  sont  représentées  par  des  paral- 
lèles, et  la  projection  d'une  figure  a  la  même  grandeur  quel  que  soit  son  éloi- 
gnemcnt.  On  ne  trouve  donc  pas  dans  ces  modes  de  dessin  la  dégradation  qui, 
dans  la  perspective  régnlii-re.  fait  apprécier  la  |)osili(tii  relative  des  objets.  Il  en 
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résulte  quelquefois  une  incertitude  que  l'on  fait  disparaître  par  l'examen  des 
parties  vues  et  des  parties  cachées.  Ainsi,  si  l'on  ne  remarquait  pas  la  ponctua- 
tion desjig.  162  et  i63.  on  pourrait  croire  qu'elles  représentent  un  cylindre  en 
relief  surmonté  d'un  quart  de  sphère  également  en  relief;  mais  il  suffit  d'un 
moment  d'attention  pour  reconnaître  que,  dans  ce  cas,  les  droites  gg'  (Jig.  162) 
et  M'  {fig.  i63)  seraient  en  trait  plein.  Quand  une  vue  est  ombrée,  il  ne  peut 
y  avoir  do  doute. 

Nous  traiterons  dans  le  Livre  V  la  question  de  la  détermination  des  ombres 
sur  les  perspectives  rapides.  Nous  verrons  alors  que  l'on  peut,  dans  ces  modes 
de  représentation,  résoudre  beaucoup  de  problèmes  graphiques. 


FIN  DE  L\  PREMIERE  PARTIE. 
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